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Présentation du cours

Ce cours correspond a un enseignement dans le cadre du semestre 5 de la licence, suivant
la terminologie introduite par la réforme dite "L.M.D." des cursus & I'université mise en
place a la rentrée universitaire 2004.

La diffusion de ce cours est strictement limitée aux étudiants réguliérement inscrits a 'unité
d’enseignement correspondante du Centre de Télé-enseignement Universitaire.

Objectifs du cours

Cet enseignement par correspondance s’adresse en priorité aux étudiants désireux de
présenter le concours du CAPES de mathématiques ou & ceux qui se destinent & des
études de mathématiques appliquées en vue de devenir ingénieurs-mathématiciens. Il n’est
pas congu pour les étudiants désireux de poursuivre leurs études en vue d’effectuer de
la recherche en mathématiques ou de présenter le concours de 'agrégation externe de
mathématiques (notamment I’épreuve optionnelle de modélisation probabiliste). Pour ces
étudiants d’autres enseignements sur le méme sujet sont prévus : "Théorie de la mesure
et de l'intégration" (semestre 5) et "Théorie des probabilités" (semestre 6). En effet, dans
notre approche, I'usage de la théorie de la mesure sera limité au strict minimum et beau-
coup de résultat concernant cette théorie seront simplement admis dans notre cours, alors
que la connaissance de leur démonstration est indispensable a tout futur chercheur en
mathématiques ou candidat au concours de I'agrégation externe de mathématiques.

C’est dire que le cours qui suit se veut surtout un cours essentiellement tourné a la fois
vers la pratique pour I'ingénieur qui utilise les résultats des probabilités et vers la réflexion
sur la modélisation pour le professeur de lycée qui, bien qu’enseignant les probabilités
& un niveau élémentaire, doit avoir un recul suffisant sur les principes de base de la
modélisation probabiliste. Ce cours trouve son prolongement naturel dans un enseignement
de la statistique inférentielle au semestre 6.

Pré-requis et révisions

Ce cours ne suppose aucun pré-requis sur le formalisme des probabilités. Tout le formal-
isme et le vocabulaire des probabilités est défini et introduit au fur et & mesure des besoins.
Il suppose juste une sensibilisation aux phénomeénes aléatoires et a leur étude élémentaire
telle qu’elle est enseignée depuis quelques années au lycée et dans le semestre 4 de la Li-
cence. Pour une rapide mise a niveau sur I’approche élémentaire des probabilités on peut
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viil Présentation du cours

se reporter aux deux ouvrages [3| et [4].Certains des exercices proposés dans ce cours sont
inspirés de ces deux ouvrages moyennant quelques adaptations de vocabulaire dues au for-
malisme introduit dans le cours.

Ce cours utilisera bien str des connaissances de mathématiques classiques, bien que rela-
tivement élémentaires, vues dans les semestres précédents. C’est I'occasion, dés maintenant,
de réviser ces notions mathématiques indispensables qui seront supposées connues. Il s’agit
de bien connaitre

1. les notions et résultats élémentaires de la théorie des ensembles : ensembles, par-
ties d’un ensemble, inclusion, appartenance, partition d’un ensemble, intersection et
réunion de plusieurs sous-ensembles, différence de deux sous-ensembles, complémen-
taire d’un sous-ensemble, applications, bijections, image-réciproque d’une applica-
tion, opérations sur les applications, composition de deux applications,...

2. le calcul intégral : intégrale au sens de Riemann, intégrale généralisée (ou impropre),
changement de variable dans une intégrale, méthode d’intégration par parties,

3. le calcul des sommes de séries : série géométrique, série exponentielle, dérivation des
séries entiéres, ...

Méthode de travail

Le cours proprement dit comprendra des définitions, des propositions, des démonstrations,
des exemples et des exercices corrigés.

Les démonstrations développées dans le cours sont choisies en fonction de l'intérét péd-
agogique du raisonnement qu’elles mettent en oeuvre.Il faut les étudier, crayon en main,
essayer de les refaire en mettant en évidence les deux ou trois axes de la démonstration
qu’il convient de retenir pour étre capable de la restituer sans document. C’est a ce critére
que vous pourrez mesurer si vous avez compris quelque chose. Il est conseillé aussi de bien
mettre en évidence dans ces démonstrations, en les énoncant complétement et en vérifiant
que leurs hypothéses de validité sont satisfaites, les résultats antérieurs sur lesquels elles
prennent appui.

Les exemples du cours servent & illustrer une définition sur un cas particulier ou mon-
trer une application concréte d’une proposition. Leur rédaction est parfois volontairement
succincte. Il convient alors d’en détailler les calculs, de vérifier les résultats annoncés, et
d’essayer de noter les astuces ou techniques utilisées et transposables dans d’autres situ-
ations, éventuellement moyennant certaines adaptations. Ce qui est dit pour les exemples
est aussi valable pour tous les exercices proposés en auto-correction et leurs corrigés.

I'annexe B explique l'usage de la table de la loi normale centrée réduite (voir page 117).
L’annexe A est un rappel des principales relations mathématiques utilisées dans les calculs

de probabilités et des lois de probabilités classiques a connaitre. Ce formulaire vous sera
fourni en totalité ou en partie lors des épreuves de controles ou examens .
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1x

Un fascicule contenant le formulaire de 'annexe A ainsi que la table de la loi normale
N(0,1) qui ce situe a la page 117 accompagne ce cours. Ce document vous sera fourni lors
des épreuves s’il est nécessaire.

Remarques sur la bibliographie

Concernant la bibliographie, le cours prendra appui sur 'ouvrage [2| paru aux éditions
Ellipses.

Pour une justification du choix du formalisme et de sa signification en tant que modéle de
la "réalité", on pourra consulter avec profit le chapitre I de [1] et [2].

Calendrier de travail

Le cours comprend 6 chapitres :

1- Modéles probabilistes

2- Loi d’un vecteur aléatoire

3- Intégrale de Lebesgue

4- Espérance et moments d’un vecteur aléatoire
5- Indépendance de vecteurs aléatoires

6- Convergences et théorémes-limite.

Vous avez a rédiger trois devoirs & envoyer pour correction a 1’adresse suivante :

Bruno SAUSSEREAU
Laboratoire de mathématiques de Besangon
UFR des Sciences et Techniques
16, route de Gray
25030 Besangon cedex
France.

Ce calendrier est donné a titre indicatif si vous souhaitez vous organiser sur un semestre.
Bien entendu j’accepte de corriger vos copies et répond & vos questions a tout moment de
I’année.

Le devoir I portera sur les chapitres 1, 2 et 3. Il peut étre envoyé pour le 01/11/2012.

Le devoir II portera principalement sur le chapitre 4 et le paragraphe 1 du chapitre 5 mais
pourra bien siir faire appel a des résultats des chapitres précédents. Il paut étre envoyé
vers le 01/12/2012.

Le devoir III portera principalement sur les chapitres 4, 5 et 6 mais pourra bien str faire
appel a des résultats des chapitres précédents. Il doit étre envoyé au plus tard pour le
01/01/2013.
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Quelques conseils concernant les devoirs.

Un devoir de mathématiques est un devoir de francais qui traite de mathématiques, c’est
donc avant tout un devoir de frangais. Il doit donc étre rédigé de fagon correcte en francais.
Les hypothéses spécifiques justifiant 'utilisation de chaque théoréme doivent étre correcte-
ment explicitées et le résultat du cours utilisé doit étre clairement identifié voire énoncé.
Les résultats intermédiaires et les conclusions obtenues doivent étre mis en évidence. Les
notations utilisées ou introduites, surtout si elles sont nouvelles par rapport au cours,
doivent étre clairement annoncées. La rédaction du cours peut étre considérée comme un
exemple de rédaction d’un texte mathématique.

Il est évident que ’appréciation de la copie accordera une place importante a la rédaction,
a la clarté des justifications et de I'argumentation ainsi qu’a la présentation globale de la
copie.

Mise en ligne.

Le cours sera mis en ligne sur la plate forme Moodle de 'université de Franche-Comté
(Environnement Numeérique de Travail).
Les devoirs y seront aussi présent ainsi que les corrections (aprés la date prévue de retour
des copies).
Un forum sera proposé sur Moodle. Ce sera 'occasion de poser vos questions, de faire part
de vos remarques et commentaires, de signaler les fautes de frappes et autres imprécisions
et aussi de proposer des améliorations du manuscripts. Tout ceci se fera publiquement et
pourra ainsi étre profitable a tous les utilisateurs de cette ressource.
Vous pouvez aussi poser vos questions par mail a I'adresse qui figure sur la premiére page
& savoir :

bruno.saussereau@univ-fcomte.fr


mailto:bruno.saussereau@univ-fcomte.fr

Notations

On note de fagon classique respectivement par les lettres, N, Z, Q, R, C, les ensembles des
nombres entiers naturels, relatifs, rationnels, réels, complexes.

Les lettres IP et E seront introduites dans le cours mais ne devront pas étre confondues
avec les notations d’ensembles de nombres.

On pose R := RU {+00,—00}. On étend l'ordre usuel de R a R en posant, pour tout
r € R, —00 < < +00. On prolonge les opérations classiques sur R de la fagon suivante :
pour tout z € RU {400}, z + (+00) = +00, x — (—00) = +00; pour tout z € R U {—oc},
x4+ (—00) = —00, x — (+00) = —o0. On remarquera que (+00) + (—o0) et (+00) — (+00)
ne sont pas définis.

On suppose connues les notations classiques de la théorie élémentaire des ensembles :
intersection N, réunion U, différence de deux ensembles \, ensemble vide (), passage au
complémentaire C ou ¢, inclusion (au sens large) C.

Le symbole de Halmos, O, signifie la fin d’'une démonstration.
Le symbole := signifie "est égal par définition". Il indique que le membre de gauche de :=
est une notation pour le membre de droite.

Chaque proposition, exemple, exercice, est numérotée par deux nombres séparés par un
point. Par exemple proposition 5.12 désigne la proposition 12 du chapitre 5.

X1
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Chapitre 1

Modéles probabilistes

Le formalisme de la théorie des probabilités utilise les outils de la théorie de la mesure en
adoptant un vocabulaire spécifique aux probabilités.

1.1 Préliminaires

Certaines définitions et notations de la théorie élémentaire des ensembles seront constam-
ment utilisées dans la suite. Afin d’éviter toute ambiguité nous les rappelons rapidement
dans ce paragraphe.

Dans ce cours un ensemble sera dit dénombrable s’il est en bijection avec une partie (finie
ou infinie) de N.

Si A et B sont deux parties d’'un ensemble E, on note A° := {x € E ; z ¢ A}, ou aussi
CrA si on souhaite préciser 'ensemble de référence E, le complémentaire de A dans E et

A\B:=ANB‘={rec A;z ¢ B}.

Définition 1.1. Image-réciproque

Soit f une application d’'un ensemble E dans un ensemble F. Si A est une partie de F,
I'image-réciproque de A par f est I'ensemble, noté par les probabilistes {f € A}, défini
par {f € A} :={x € E; f(x) € A}. L'ensemble {f € A} est donc une partie de E.

L’ensemble image-réciproque peut aussi étre noté par f~!(A). Il faut cependant prendre
garde car cela ne signifie pas que 'application f est bejective.

Exemple 1.

St f et g sont deux applications de E dans R et a un réel,

{f =9t ={z € E; fla) = g@)}, {f < g} = {2z € E; flz) < g(2)},
{f=at ={zekl; flz) =a}.

En vue de la proposition suivante, rappelons que si (A;); est une famille quelconque de
parties d'un ensemble F, | J,.; A; désigne la partie de F' constituée des éléments x de ' tels
qu’il existe au moins un indice k € I, x € A;. On peut aussi écrire de maniére ensembliste

UAi:{xeF;HieI,xeAi}.

icl



Chapitre 1. Modéles probabilistes

De méme, (,.; A; désigne la partie de F' constituée des ¢léments = de F' tels que, pour
tout indice k € I, x € Aj. On écrit aussi

(Ai={zeF;Viel, zcA}.

icl

Voici quelques propriétés classiques de I'image-réciproque :

Proposition 1.1. Propriétés de I'image réciproque

Avec les notations introduites ci-dessus,
1. {feO}={xeE/ f(x)e0}=0.
2. Si A et B sont des parties de F' avec A C B alors, {f € A} C {f € B}.
3. Si (A;)ier est une famille quelconque de parties de F,

{erAi}:U{feA,-} et {feﬂAi}:ﬂ{feAi}.

4 {feAyf=E\{feAy={fecFP\A}={fec A%}

La preuve de cette proposition est 'objet de I’exercice 1, page 11.

On fera attention a ’ambiguité de la notation ¢ pour le complémentaire d’'un ensemble
dans I'assertion 4 de cette proposition :{f € A} signifie Cp{f € A} et {f € A} signifie
{f eCrA}.

Définition 1.2. Fonction indicatrice

L’indicatrice d’une partie A de E est I'application, notée 1 4, de E dans R définie, pour

tout x € E, par
0, siz ¢ A;
La(@) ‘_{ 1, size A

Pour s’entrainer a manipuler ces premiéres notions, il est conseillé de faire les exercices 1
et 2, page 12.

1.2 Tribu sur un ensemble

Définition 1.3. Tribu, espace mesurable, parties mesurables
Une famille A de parties d’'un ensemble E est appelée une tribu sur E, (ou dans certains
ouvrages une o-algébre sur E), si elle vérifie les trois axiomes suivants :

1. BEe A,
2. SiAe A, alors A € A,

3. Si (A,)n est une suite d’éléments de A, alors

UAne A.

neN

Le couple (E, A) s’appelle un espace mesurable et les éléments de A sont appelés les
parties mesurables de E relativement a la tribu A ou parties A-mesurables de E



1.2. Tribu sur un ensemble

On notera bien que A est un ensemble constitué de parties de E et donc une partie de
P(E), 'ensemble de toutes les parties de E.

Exemple 2.
{0, E} et P(E) sont des tribus sur E appelées tribus triviales de E. On peut donc définir
au moins une tribu sur tout ensemble E.

La proposition suivante donne un procédé de construction de parties mesurables & partir
d’autres éléments de la tribu :
Proposition 1.2. Procédé de construction de parties mesurables
Soit A une tribu sur E.
1. 0 e A

2. Si (Ay)ier, ou I C N, est une suite (finie ou infinie) d’éléments de A, alors

(Q]zqi € J4 et l~J f4i € /4.

iel el

Démonstration : @& = E°, on conclut par les axiomes 1 et 2 de la définition des tribus.
On pose A} := A; pour tout entier i € I et A, := () pour tout entier i € N\ 7. On applique le
résultat précédent et 'axiome 3 de la définition pour montrer que (J;.; Ai = U,,en 4, € A.
Pour montrer (,_; A; € A, on remarque que

N (Ya)

i€l el

el

On utilise alors le résultat précédent et I'axiome 2. O

Pour des raisons techniques qui seront précisées plus loin, lorsqu’on travaille sur £ := R
ou plus généralement E := R¢ avec d € N*, il n’est pas possible d’utiliser la tribu P(R) ou
P(RY) car elle est trop "grosse". On doit donc définir une tribu plus "petite" (au sens de
l'inclusion des ensembles) mais suffisamment riche en éléments pour contenir au moins les
ensembles utilisés dans les applications pratiques de la théorie des probabilités, comme les
intervalles de R ou les pavés de R?, et leurs réunions ou intersections dénombrables.

Définition 1.4. Tribu borélienne

La tribu borélienne (ou tribu de Borel de R) notée B(R) est la plus petite des tribus sur
R contenant tous les intervalles de la forme |a,b], ot a et b sont des réels tels que a < b.
Cette derniére phrase signifie que si A est une tribu sur R contenant tous les intervalles de
la forme ]a,b], ot a et b sont des réels tels que a < b, alors tout élément de la tribu B(R)
est un élément de la tribu A.

Plus généralement, on définit la tribu borélienne (ou tribu de Borel de R%,) notée B(R?),
comme étant la plus petite des tribus sur R? contenant tous les pavés de R? i.e. les parties
de la forme |ay, bi]x]ag, bo] X - - - X]ag, bg| o1, pour tout entier 1 < i < d, a; et b; sont des
réels tels que a; < b;.

On peut de méme définir la tribu borélienne sur R, notée B(R), comme étant la plus
petite des tribus sur R contenant tous les intervalles de la forme |a, b], ot a et b sont des
réels tels que a < b, et les intervalles ]a, +oco] ot a € R.



Chapitre 1. Modéles probabilistes

Définition 1.5. Borélien
Les éléments des tribus B(R), resp. B(R?), sont appelés boréliens de R, resp. R%.

Dans la suite du cours les ensembles R et R? seront toujours supposés munis de leurs tribus
boréliennes.

La proposition suivante donne des exemples de boréliens de R. Pratiquement ceux-ci
correspondent aux seuls ensembles qui seront manipulés dans la suite :

Proposition 1.3. Exemples de boréliens
Tout singleton de R est un borélien.

Toute partie dénombrable de R est un borélien.
Tous les intervalles de R, quelle que soit leur forme, sont des boréliens de R.

N =

Toutes les réunions dénombrables ou intersections dénombrables d’intervalles de R,
ou plus généralement de boréliens, sont des boréliens.

Démonstration : Pour le singleton, on remarque que si a € R, on peut écrire

{a}:ﬁo]a—%,a].

k=1

On conclut alors avec la proposition 1.2. Pour 'assertion 2, on utilise 'axiome 3 de la
définition des tribus. Pour démontrer 3, on montre que tout intervalle peut étre écrit comme
réunion ou intersection dénombrable d’intervalles de la forme Ja,b] ou de singletons. Par
exemple [a, b] =|a, bjU{a} ce qui prouve que tout intervalle fermé borné est borélien. Autres
exemples : |a, b[=]a,b] \ {b} ou encore

]a,b[:gla,b—ﬂ 1= o0, :g]—k,b].m

On notera que si toute réunion dénombrable ou intersection dénombrable d’intervalles de
R est un borélien, cela ne signifie pas pour autant que tous les boréliens de R sont de cette
forme.

De plus on montre que B(R?) est strictement incluse dans I’ensemble des parties de R%.
Il existe donc des parties de R? qui ne sont pas mesurables pour la tribu de Borel. Mais
dans la pratique, tous les ensembles que nous serons amenés a utiliser dans R¢ seront en
fait des boréliens.

Dans ce cours nous passerons rapidement sur la démonstration de I’appartenance a la tribu
de Borel des ensembles manipulés. Ce type de démonstration ne sera pas exigible dans les
épreuves d’évaluation.

Il est conseillé de réfléchir aux exercices 3,...,7.



1.4. Mesures

1.3 Mesures

Définition 1.6. Mesure, espace mesuré
Soit (E, A) un espace mesurable. Une mesure sur (E, A) est une application i de A dans
0, +-00] vérifiant les axiomes :

L p(0) =0,

2. o-additivité : pour toute suite (A, )nen d’éléments de A deux a deux disjoints
+oo +o0o
o(Ua) - S uiaw
k=0 k=0

Le triplet (E, A, 1) s’appelle un espace mesuré.

On notera qu’il ne suffit pas que le deuxiéme axiome de la définition précédente soit vrai
pour les suites finies deux a deux disjointes (simple-additivité) pour qu’il le soit pour les
suites infinies deux a deux disjointes. Un contre-exemple est proposé dans I’exercice 8, page
12. Bien entendu, le deuxiéme axiome de la définition des mesures énoncé pour les suites
infinies deux a deux disjointes est aussi vrai pour les suites finies deux a deux disjointes.

Définition 1.7. Mesure de Lebesgue sur R

On admettra qu’il existe une unique mesure sur (R%, B(R?)), notée A et appelée mesure
de Lebesgue sur R, telle que, pour tout pavé de la forme |ay, bi]x]ag, ba] X - - - x]ag, by] out
pour tout entier 1 <1 < d, les réels a; et b; vérifient a; < b;,

AD (Jay, bi]x]az, bo] X - -+ X]ag, ba]) = (b1 — a1) (b — az) -+ (bg — aa).

La mesure de Lebesgue étend donc les notions de mesure de longueur (cas d = 1), mesure
d’aire (cas d = 2), mesure de volume (cas d = 3) a toutes les parties de R? qui sont des
boréliens. Dans le cas d = 1 on notera, pour simplifier, A := A1),

On montre dans l'exercice 9, page 13, (faisable dés maintenant) que A (Rd) = +00. On
dit que la mesure de Lebesgue est une mesure non finie contrairement aux probabilités que
nous allons définir ci-dessous et qui sont des cas particuliers de mesures finies.

1.4 Probabilités

Définition 1.8. Probabilité, espace probabilisé

Une probabilité sur (E, A) est une mesure pu sur (E, A) telle que pu(E) = 1. Le
triplet (E, A, ) s’appelle alors un espace probabilisé. On parle aussi parfois d’espace de
probabilité.

Exemple 3.

1. Donnons un premier exzemple de probabilité sur E := R%. Comme convenu on sous-
entend A := B(R?). Soit a € R? fizé, on note 0, lapplication de B(R?) dans {0, 1}
définie, pour tout borélien A, par 6,(A) = La(a) c-a-d 6,(A) = 1 sia € A et
do(A) = 0 sinon. 6, est une probabilité sur (Rd, B(]Rd)) appelée probabilité de Dirac
au point a sur RY.
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2. La mesure de Lebesque n’est pas une probabilité sur R¢ d’aprés le résultat de ’ezercice
9, page 13.
Donnons sous forme de proposition un exemple générateur de mesures et en particulier de
probabilités :

Proposition 1.4. Soient (ju)ren une suite de mesures sur (E, A) et (ag)ken une suite de
réels positifs. Alors l’application

+oo
por Ae A p(A) = Z@kuk(A)
k=0

est une mesure sur (E, A) notée
+o0
M= E O [ -
k=0

Démonstration : On vérifie aisément que u(®) = 0. La o-additivité de pu découle
immédiatement de la propriété suivante sur l'interversion des indices, souvent utile dans
les calculs :

Si (aij) @ jyen est une suite-double de réels positifs, alors

“+oo 400 400 +o00
2D W= ) i
=0 5=0 7=0 =0

Cette somme peut étre éventuellement infinie. Pour une démonstration du lemme se
reporter & un cours d’analyse de deuxiéme année de licence. O
On notera que si les mesures p sont des probabilités sur (E, A) et si Z;;’B ap = 1, alors
la mesure S ayppu est une probabilité sur (E, A).
Exemple 4.
Appliqué au cas particulier ot les probabilités . sont les probabilités sur R de Dirac au
point k € N, le procédé précédent permet de construire d’autres exemples classiques de
probabilités. Sin € N*, a €]0, 400, p €]0,1[ et g :=1 — p, on définit :

1. la probabilité binomiale de paramétres n et p :

B(n,p) =) Cip"q"*a.
k=0

2. la probabilité de Poisson de parametre o :

oo k
e
Pla) = g e Ecgk.

k=0

3. la probabilité géométrique de paramétre p :

+o0
G(p):=> pg" o
k=1
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4. la probabilité uniforme-discréte de paramétre n (ou équiprobabilité sur ’ensemble

{1,2,---,n}) : §

La probabilité B(1, p) est appelée probabilité de Bernoulli de paramétre p et se note parfois
plus simplement par B(p).

Définition 1.9. Probabilité discréte

Une probabilité u sur R? est dite discréte et portée par Iensemble F si elle peut s’écrire
sous la forme p = Y\ Pnda, OU (Pn)nen est une suite de réels positifs ou nuls, (ay)nen
est une suite de vecteurs de R? et F' désigne I'ensemble des a,, € R? pour lesquels p,, > 0.

Exemple 5.
Les probabilités binomiale B(n,p), de Poisson P(«), de Dirac d, sont discrétes et portées
respectivement par les ensembles {0,1,--- ,n}, N, {a}.

Il ne faut pas croire que toutes les probabilités soient discrétes. Par exemple on admettra
qu’il existe une unique probabilité sur R, notée N7(0,1) et appelée probabilité de Gauss-
Laplace, telle que pour tout = € R,

N1(0,1)(] = 00,2]) = %Q_ﬂ / C et

On verra un peu plus loin que cette probabilité ne peut pas s’écrire sous la forme d’une
combinaison linéaire de probabilités de Dirac et n’est donc pas discréte.

Remarquons que le nombre réel N5(0,1)(] — oo, z]) représente la mesure de laire délimitée
par 'axe des abscisses t, la courbe d’équation y = %e‘éﬂ, et la droite d’équation
t = x. On dira pour simplifier qu’il s’agit de la mesure &g’aire sous la courbe d’équation
Y = \/%e’%ﬁ, comprise entre —oo et .

On peut généraliser la construction précédente.

Définition 1.10. Densité de probabilité sur R

Une densité de probabilité sur R est une application p positive de R dans [0, 4+00], continue
sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points o1l la courbe présente des sauts finis,
telle que fj;o p(t)dt = 1.

On montre alors qu’il existe une unique probabilité p sur R telle que, pour tout x € R,

u(] — 0o, a]) = / " (.

—0o0

On dit que p est une probabilité a densité sur R. On écrit = p - A pour exprimer que
admet p pour densité.

Comme précédemment, le réel p(] — oo, z]) représente la mesure de l'aire sous la courbe
d’équation y = p(t), comprise entre —oo et x.

On peut de fagon plus générale définir des mesures a densité, qui ne sont plus nécessaire-
ment des probabilités, en remplacant dans la définition de la densité ci-dessus, la condition
fj;o p(t)dt =1 par la condition plus faible fj;o p(t)dt < +oo.

La définition générale d’une densité sur R? avec d > 1 sera donnée au chapitre 5.
Exemple 6.
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1. La probabilité de Gauss-Laplace vue plus haut admet la densité p définie sur R par
12
p(t) := \/%e 2,

2. L’application p = ﬁﬂ[a,b}, avec a < b, est la densité d’une probabilité sur R appelée
probabilité uniforme-continue sur [a,b] et notée U([a,b]).

3. Lapplication p, définie sur R par p(t) = ae g 1o((t), est la densité d’une
probabilité sur R appelée probabilité exponentielle de paramétre o > 0 et notée

E(a).

On pourrait se demander pourquoi on ne définit pas les mesures comme des applications p
o-additives de l'ensemble des parties de E dans [0, +oo] avec u(0) = 0. Cela reviendrait a
prendre toujours A := P(FE) et éviterait le recours a la notion de tribu. En fait, on montre
que certaines probabilités, comme celle de Gauss définie plus haut, ne peuvent pas étre
définies pour toutes les parties de R. Plus précisément, on montre que, toujours dans le cas
de F := R, les seules probabilités qui satisferaient a cette nouvelle définition seraient les
probabilités discrétes. Malheureusement cette famille n’est pas assez riche pour permettre
de modéliser grand nombre des situations aléatoires qui se présentent dans les applications
concrétes de la théorie.

L’existence des mesures & densité résulte d’un théoréme de prolongement assez technique
que nous n’énoncerons pas. En revanche I'unicité dans le cas des probabilités résulte d’un
lemme qu’on admettra, dont il est utile de connaitre 1’énoncé.

Proposition 1.5. Lemme d’unicité de deux probabilités, fonction de répartition
1. Soient u et v deux probabilités sur R. Si pour tout x € R

p(] = 00, 2]) = v(] = 00, 2]),

alors 1 = v.

2. L’application F, de R dans [0, 1], définie, pour tout z € R, par F,(z) := u(] — oo, z]).
est la fonction de répartition de la probabilité i, en abrégé f.r. .

3. Deux probabilités sur R sont identiques si, et seulement si, elles ont la méme fonction
de répartition.

Exemple 7.
1. La for. de 04, ot a € R, est Ly oo
2. La for. de B(p) est pllp o] + (1 — p) Lo 4oof-

3. La fr. de 1—150 + %/\/’1(0, 1) est i]l[O#OO[ + Z%F ou F désigne la f.r. de la probabilité
N1(0,1).

Les valeurs tabulées de la fonction de répartition de la probabilité A1(0,1) se trouvent
dans la table de la loi normale centrée réduite de 'annexe B.
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Proposition 1.6. Propriétés des probabilités
Soit (E, A, i) désigne un espace de probabilité.
1. Pour tout A, B € A tel que A C B, u(A) < u(B). En particulier pour tout A € A,
n(A) < 1.
2. Pour tout A,B € A, u(B\ A) = u(B) — u(AnN B). En particulier si A C B,
n(B\ A) = pu(B) — p(A).
3. Pour tout A,B € A, un(AU B) = u(A) + n(B) — u(AN B).
Pour tout A € A, u(A°) =1— u(A).
5. Inégalité de Bonferroni : Pour toute suite (A, )nen d’éléments de A,

It (U Ak) <> pu(Ay).

=~

Démonstration :

1) On remarque que B = (B\ A)U A car A C B. De plus (B\ A) N A = 0. Dou
w(B) = p(A) + u(B\ A) > p(A) légalité résultant de ce que l'union est disjointe. On
conclut par I'axiome 2 des mesures. Pour la deuxiéme partie prendre B = E.

2) résulte de ’égalité ensembliste (B\ A)U(ANB) = B avec (B\ A)N(ANB) = @. Pour
la deuxiéme partie remarquer que si A C B, AN B = A.

3) résulte de AU B = (A\ B) U B ou 'union est disjointe.

4) résulte de A°= E\ A avec A C E.

5) Pour démontrer 'inégalité de Bonferroni nous aurons besoin du résultat ensembliste de
I'exercice 17, page 14, dont I’énoncé est le suivant : soit (A, ),en une suite de parties d’'un
ensemble E. Posons By := Ay et,pour tout entier k > 1, By := A\ (AgU A3 U -+ U Ag_q).
Alors pour tout entier n > 0, B,, C A, la suite (B,,),en est formée de parties deux a deux

disjointes vérifiant

+oo +oo

UBe=J A4

k=0 k=0
On applique la o-additivité des mesures a la suite (B,),eny et on utilise le point 1
précédemment démontré. O

Proposition 1.7. Théoréme de continuité monotone

1. Pour toute suite (Ay)neny d’éléments de A, croissante au sens de I'inclusion,
(1(Ay))nen est une suite réelle croissante convergeant vers p(lJ,, A,) c-a-d

+oo
g (U Ak> = i (o)
k=0

2. Pour toute suite (A,)nen d’éléments de A, décroissante au sens de I'inclusion, la
suite (p(An))nen est une suite réelle décroissante convergeant vers ([, A,) c-a-d

+o0
g (ﬂ Ak> = (o)
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Démonstration :

1) Soit (A, )nen suite croissante d’éléments de A. Utilisons la suite construite dans I'exercice

[-17. Comme la suite (A, )nen est croissante, pour tout entier n > 1, B, = A, \ 4,1 et

By = Ao. (Bp)nen est une suite d’éléments de A deux a deux disjoints avec U;:B A =
Z:O(()) Byj.. 11 vient

It (U Ak;) = W (U Bk) = > (Bi) = i(Ao) + > (1(Ax) — p(Ax-1))

o) +im 3 (u(A) — (Arr)) = lim (A,

n

D’ou la premiére partie.
2) Comme g est une probabilité,

Or (AS),en est une suite croissante d’éléments de A. D’aprés la premiére partie de la
démonstration, p (U, 25 Af) = lim, pu(AS). Par suite

+0oo
f (ﬂ Ak> = lim (1 — p(A7)) = lim p(Ay).
k=0

D’ou la deuxiéme partie. O

Remarques :Parmi les propriétés énoncées ci-dessus pour les probabilités, certaines
tombent en défaut pour les mesures qui ne sont pas des probabilités. La partie 1 de la
proposition 1.6 est vraie pour les mesures qui ne sont pas des probabilités. En revanche la
partie 2 utilise la propriété que pu(A) = 1—pu(A°), c’est-a-dire que u(A)+u(A°) =1 = u(E).
Ceci est encore vrai pour les mesures 4 telles que p(E) < oo (au lieu de p(E) = 1) mais
elle tombe en défaut si pu(F) = +o0o comme par exemple pour la mesure de Lebesgue sur

R.
Proposition 1.8. Propriétés des fonctions de répartition
Soit 1 une probabilité sur R de fonction de répartition F. Alors
1. F est croissante sur R et admet des limites a droite en tout point de RU {—o0} et
a gauche en tout point de R U {+o0}. De plus F' est continue-a-droite sur R,
lim F(z)=0et lim F(z)=1

T——00 T——+00

2. Pour tous réels a,b avec a < b :
(a) p(Ja,b]) = F(b) — F(a) et u(] — oo, a[) = F(a—) ou F(a—) désigne la limite-a-
gauche de F au point a.
(b) p({a}) = F(a) — F(a—).

(c) F est continue en a si, et seulement si, u({a}) = 0.

Démonstration :
1) Soient x,y des réels vérifiant # < y. Comme | — o0, x] C] — oc0,y] il vient F(z) =
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(] — oo, z]) < (] —o0,y]) = F(y). Donc F est croissante sur R.

Pour montrer que F' admet une limite-a-gauche, considérons un point a de R U {400} et
posons [ := sup,_, F'(x). | est dans R puisque F est bornée par 1. Soit ¢ > 0, il existe
xg < a tel que [ > F(xo) > | —e. Donc, pour tout = €|zg,al, | > F(x) > F(xg) > 1 —¢
c-a-d |F(x) — | < ¢, ce qui donne l'existence de la limite-a-gauche en a pour F.

On montre de méme l'existence d’une limite-a-droite F(a+) := inf,~, F(x).

La suite d’intervalles (] — o0, a + %])%N* est décroissante et () 20] — 00, a + 1] =] — 00, al,
donc par le théoréme de continuité monotone

() = oc.a) =t (] = o004 )

c-a-d F(a) = lim, F (a+ 1) = F(a+) car la limite-a-droite existe au point a. F' est donc
continue-a-droite en tout point de R.

La suite d’intervalles (] — 0o, —n]), .y est décroissante et ()] — 00, —n] = @. La suite
(] = 00,n]), ey est croissante et ] — 0o,n] = R. Par application du théoréme de

continuité monotone a ces deux derniéres suites, on obtient les valeurs des limites de F' en
—00 et +o00.

2—&) M(]aa b]) = :u(] o OO,b]) o :u(] o OO,CL]) car ]a’ab] :] o OO,b]\] o OO,CL]. D’ou le premier
résultat.
Comme | — 00, a[= |J,>,] — 00,a — 1] et que F admet une limite-a-gauche en a d’aprés la

premiére partie,

(] — o00,al) = lim ,u(]—oo,a—l]): lim F(a—l> = lim F(x)= F(a—).

n—-+00 n n—-4o0o n r—a,x<a

ce qui donne le second résultat.

2-b) On peut écrire {a} =]—00, a]\| — o0, a[. Par suite, u({a}) = p(]—o0,al)—pu(]—oo, al) =
F(a) — F(a—).

2-c) F est continue en a si, et seulement si, F'(a) = F(a—) c-a-d u({a}) =0, d’aprés 2-b.
O

On admettra le résultat réciproque de la partie 1 de la proposition 1.8 qui prouve qu’il y
a bijection entre ’ensemble des probabilités sur R et ’ensemble des f.r..

Proposition 1.9. Probabilités sur R et f.r.
Si F' est une application croissante de R dans [0, 1], continue-a-droite sur R avec

lim F(z)=0et lim F(z)=1,

T——00 T——400

alors il existe une unique probabilité sur R dont F' est la fonction de répartition.

1.5 Exercices

Solution p. 77

Démontrer la proposition 1.1.

Solution p. 77



12

Chapitre 1. Modéles probabilistes

Soient A, B et C trois parties d’un ensemble ().
1. Ecrire 1 44p et 1 4up en fonction de 1 4 et 15 lorsque :
(a) A et B sont disjoints (i.e. AN B = ).
(b) A et B sont quelconques.

2. Exprimer, en fonction des indicatrices de A, B et C, les indicatrices des ensembles
suivants : A, A\ B, AUBUC.

Exercice 3 Solution p. 78

Soient n un entier strictement positif et (A1, Ay, -+ , A,,) une partition de E, i.e. une suite

de parties non vides de E, deux & deux disjointes, dont la réunion est égale & E. Soit A
la famille des réunions qu’on peut fabriquer & partir de toutes les sous-familles de la suite
(Ay, Ag,--- | Ay), c’est-a-dire la famille des parties de £ de la forme | J,. - A; ot K parcourt
I'ensemble des parties de {1,2,--- ,n}. Montrer que la famille A est une tribu sur E.

Exercice 4 Solution p. 78

Montrer que I'intersection d’une famille quelconque de tribus est une tribu. En est-il de
méme pour la réunion ?

Exercice 5 Solution p. 79

Montrer que si A et B sont deux parties mesurables de E relativement & la tribu A, alors
A\ Be A.

Exercice 6 Solution p. 79

Prouver 'existence de la tribu de Borel de R. Pour cela, montrer que B(R) est I'intersection
de la famille (non vide car la tribu P(R) en fait partie) des tribus contenant tous les
intervalles de la forme Ja,b] o a et b sont des réels tels que a < b.

Exercice 7 Solution p. 79

Soient m un entier strictement positif et (A, Ay, .-+, A,) une partition de E. Montrer
que la tribu A construite dans 'exercice 3, page 12, est la plus petite des tribus sur F
contenant la famille (A, A, -+, A,).

Exercice 8 Solution p. 79

On considére 'application p de P(N) dans [0, +oc] définie, pour tout A C N, par
(A) :=3,c4 == (avec la convention + = +00) si A est fini, p(A) = 400 si A est infini, et
(@) = 0. Montrer que

1. p est simplement-additive, i.e. pour toute suite finie Ay, , A, de parties de N,

deux a deux disjointes,
L (U Ak;) = > 1(Ag).
k=1 k=1

T T
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2. p n’est pas o-additive.

Solution p. 80

Vérifier que R = (J, ]k, k + 1] et en déduire que A (R) = +o00 en appliquant I'axiome de
o-additivité de la mesure de Lebesgue.

| Exercice 10| Solution p. 80

Vérifier que d,, ol a est un réel, est bien une probabilité sur R.

| Exercice 11| Solution p. 80

Vérifier que les probabilités introduites dans l'exemple 4 sont bien des probabilités
construites suivant le procédé de la proposition 1.4.

| Exercice 12| Solution p. 81

1. Expliciter les expressions analytiques, pour tout i € N, de B(n,p)({i}) et P(a)({i}).
2. Expliciter et calculer P(75)({1,3,5,7}) et B(7,:)({0,3,5}).

| Exercice 13| Solution p. 81

1. Vérifier que les applications définies dans les points 2 et 3 de 'exemple 6 sont bien
des densités de probabilités.
2. Dessiner 'allure des courbes représentatives de ces densités.

3. Caleuler U([0,1])(] — o0, 2]), £(2)(] — o0, T)).

3

| Exercice 14| Solution p. 82

Vérifier les exemples de f.r. donnés dans l'exemple 7 et dessiner l'allure des courbes
représentatives de ces f.r..

| Exercice 15| Solution p. 83

Exprimer les fonctions de répartition des probabilités £(a) et U([a,b]) et dessiner I'allure
de leurs courbes représentatives.

| Exercice 16| Solution p. 83

Soit F' I’application de R dans R définie, pour tout réel x, par

1—1e siz>0;
F(x) = le T T
5€%, six <0.

Montrer que F' est la fonction de répartition d’une probabilité & densité qu’on déterminera.
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| Exercice 17| Solution p. 83

Soit (A, )nen une suite de parties d’un ensemble E. Posons By := Ay et,pour tout entier
k>1, By := A\ (AgU A U---UA,_1). Montrer que, pour tout entier n > 0, B,, C A,
et que la suite (B )nen est formée de parties deux a deux disjointes vérifiant

+oo +oo
U B =1J A
k=0 k=0

Exercice 18 Solution p. 84

Montrer que, pour tout réel z, N1(0,1)({z}) = 0 et en déduire que la probabilité N;(0,1)
ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire de probabilités de Dirac.

| Exercice 19| Solution p. 84

1. Montrer que si p est une probabilité admettant une densité sur R, alors pour tout
réel a, p({a}) = 0.
2. Avec les notations de la proposition 1.8, montrer que pour tous réels a,b vérifiant
a<b,
p(la,b) = F(b—) — F(a) et p([a,b]) = F(b—) — F(a—).

| Exercice 20| Solution p. 84
Caleuler 2([0, 1))([3, 41), U(0, 1)(@), £@)({r} U[S. 7).

| Exercice 21| Solution p. 84

Donner une représentation graphique de 1’application

1 3
F :teR— F(t) = Z(t + 2)]1[_1,0@]172[(15) + Zﬂ[oﬂ(t) —+ ]1[27+oo[(t),

et montrer que F' est la f.r. d’'une probabilité a densité qu’on précisera.



Chapitre 2

Lo1 d’un vecteur aléatoire

2.1 Remarques sur la modélisation de I’aléatoire

Le but de ce paragraphe est de fournir quelques éléments de réflexion sur la modélisation
mathématique de phénomeénes aléatoires.
Considérons les deux exemples suivants :

Cas discret

Une personne s’intéresse a la somme des valeurs obtenues dans le lancer simultané de deux
dés équilibrés. On modélisera ’ensemble des issues possibles de cette expérience aléatoire
par

Q:={(i,j) e N*/1 <i,j <6}

Les événements peuvent étre modélisés par des parties de €2. On peut prendre comme tribu
des événements ’ensemble P(2) de toutes les parties de Q2. Les dés étant équilibrés, on
choisira pour probabilité P sur (2, P(€2)) 'équiprobabilité sur Q i.e. pour tout (i, j) € €,

P({(i,4)}) = 55 ou encore
1
36 55k

Le triplet (2, P(2),P) est le modéle mathématique permettant de traiter la situation.
Cependant comme on s’intéresse plutot a la somme des valeurs obtenues, 1’événement " La
somme des valeurs obtenues appartient a A", ot A est un borélien de R, se modélise par la
partie e4 de © formée des couples (i, 7) tels que i+ j € A. On peut aussi écrire I’événement
ea grace au langage des applications en notant X 'application de €2 dans R qui, a tout
w = (4,]), associe X (w) = i+ et en remarquant que ey = {w € Q/X(w) € A} = {X € A}
c-a-d que ey est l'image-réciproque de A par l'application X. On remarque enfin que
ce qui est important pour notre étude du phénomeéne c’est de connaitre la valeur de
P(ey) = P(X € A) pour tout borélien A de R.

Cas continu

Envisageons maintenant le cas d’un ingénieur hydraulicien qui s’intéresse aux risques
d’inondation par un fleuve dans l'intention de construire une digue protectrice. Pour cela

15
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il va considérer I’évolution de la hauteur du niveau de l'eau sur 'année. Cela revient
a considérer la hauteur sur une année comme une application continue de [0, 1] dans
R*. L’ensemble des issues possibles de ce phénoméne aléatoire peut étre modélisé par
Q:= C([0,1],R") ensemble des applications continues de [0, 1] dans R*. Comme pour R,
et contrairement a ce qu’on a fait pour le cas précédent, il n’est pas possible de prendre
P () comme tribu sur Q. On considérera une tribu F plus petite qu’on ne précise pas
pour l'instant. De méme on ne précisera pas la probabilité P définie sur F. On verra plus
loin qu’au fond ce n’est pas nécessaire, seule 'existence du triplet (2, F,P) devant étre
assurée.

En fait 'ingénieur s’intéressera surtout aux événements de la forme " La hauteur maximale
du niweau du flewve sur une année appartient a A" ou A est un intervalle de R. Cet
événement se modélise par la partie e4 de §2 formée des fonctions w € C([0, 1], R™) telles que
SUpg<s<; W(t) € A. On peut aussi écrire I'événement e, grace au langage des applications
en notant X l'application de  dans R qui & tout w associe X (w) = supyc,<; w(t) et en
remarquant que ey = {w € Q/X(w) € A} = {X € A} c-a-d que ey est 'image-réciproque
de A par I'application X.

Pour que l'expression P(X € A) ait un sens, il faudra s’assurer (ou imposer) plus
généralement que, pour tout borélien A de R, I'image-réciproque de A par I'application
X soit un élément de F. Car, comme dans la situation précédente, c’est la valeur de
P(X € A) qui intéressera I'ingénieur, c-a-d I'application Py : A € F — P(X € A). Py
est une probabilité sur R donc un objet mathématique beaucoup plus facile a manipuler
qu’une probabilité sur une tribu de C([0, 1], R™).

Principe de modélisation

En conclusion de ces deux exemples on notera que, en pratique, modéliser mathématique-
ment un phénomeéne aléatoire revient a introduire :

1. un triplet (€2, F,P), sans en préciser davantage les termes, comme un espace de
probabilité abstrait,

2. une application X : Q +— RY telle que, pour tout borélien A de R?, I'image-réciproque
de A par I'application X soit un élément de F.

C’est alors l'application Px : A € F +— P(X € A) qui sera 'objet important du modéle,
celui qui traduira mathématiquement le probléme particulier qui intéresse 'ingénieur au
sein de la situation aléatoire globale.

Dans la suite de 'ouvrage le triplet (€2, F,P) désignera un espace de probabilité pris comme
référence et quelquefois appelé espace de base . Les ensembles mesurables relativement
a F sont alors appelés événements de ).
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2.2 Applications mesurables

Définition 2.1. Application mesurable, application borélienne

Soient (E, A) et (F, B) deux espaces mesurables, une application f de E dans F' est dite
(A, B)-mesurable si, pour tout B € B, {f € B} € A.

Dans les cas ou (E, A) est quelconque et (F, B) := (R* B(R*)), on dit simplement A-
mesurable au lieu de (A, B(R"))-mesurable.

Une application A-mesurable a valeurs dans R est une application (A, B(R))-
mesurable.

Dans les cas ou (E, A) = (R*, B(R")) et (F, B) := (R* B(R¥)) on dit que f est
borélienne pour exprimer qu’elle est ( B(R"), B(R*))-mesurable.

La proposition suivante donne un premier exemple d’applications mesurables :

Proposition 2.1. Mesurabilité des fonctions indicatrices
Soit A une partie de E. Alors 1 4 est A-mesurable si, et seulement si, A € A.

Démonstration : On remarque que si B est un borélien de R, I'image réciproque de B par
14 est I'un des ensembles @), A, A¢, ou E. Ce qui prouve par définition de la mesurabilité
que 1 4 est A-mesurable si, et seulement si, A € A. O

La proposition suivante donne des classes importantes de fonctions boréliennes qui corre-
spondent & la plupart des cas qu’on considérera par la suite.

Proposition 2.2. Exemples de fonctions boréliennes (admis)

Toute application continue de R" dans R¥ est borélienne. Toute application monotone
de R dans R est borélienne. Toute dérivée d’une application dérivable de R dans R est
borélienne.

Comme pour la notion d’ensemble mesurable, les applications mesurables correspondent
aux applications sur lesquelles la théorie de la mesure permet de dire quelque chose
d’intéressant. On doit s’attendre a ce que toutes les applications qu’on est amené a
manipuler dans la pratique soient mesurables. Dans la suite de ce cours toutes les
applications utilisées seront mesurables et on ne s’attardera pas a prouver la mesurablité
des applications considérées.

Introduisons la notation suivante qui est utile pour étendre une propriété, vraie pour la
classe des fonctions positives, a la classe des fonctions de signe quelconque.

Définition 2.2. Partie positive, partie négative d’une fonction

Si f est une application d’un ensemble E dans R. Les fonctions f* := sup(f,0) et
f~ :=sup(—f,0) sont appelées respectivement la partie positive et la partie négative
de f.

On vérifie aisément (le faire) que ce sont des applications & valeurs dans [0, +o0] telles que
fl=f"+f et f=f"=f"

Exemple 8.

Supposons E =R, si f(x) =z, fT(z) = 2L 100(2) et [ (2) = —2lj_ g ().

Grosso modo les opérations classiques sur les applications mesurables conservent la
mesurabilité. Plus précisément :
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Proposition 2.3. Opérations classiques et mesurabilité (admis)

1. Si f et g sont des applications A-mesurables d’un ensemble E dans R et « un réel,
alors af, (f,g), f+g, |f| sont des applications A-mesurables, ou (-, -) et |-| désignent
respectivement les produit scalaire et norme usuels de R.

2. Si f est une application A-mesurables d’'un ensemble E dans R, alors f*, f~ sont
des applications A-mesurables.

3. Si (fu)nen est une suite d’applications A-mesurables d’un ensemble E dans R, Alors
sup,en(fn), infren(fr) sont des applications A-mesurables.

4. Si (fn)nen est une suite d’applications A-mesurables d’'un ensemble E dans RY
convergeant simplement vers une application f, alors sa limite f est A-mesurable.

Définition 2.3. Fonction étagée

Une application A-mesurable f est dite étagée sur E si elle est a valeurs dans R et si
elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs distinctes.

Si on note aq,aw, -+, les valeurs deux a deux distinctes d’une application étagée f et
si on pose, pour tout entier k vérifiant 1 < k < n, Ay :=={z € E / f(x) = o}, alors f

s’écrit sous la forme
n
f= Z aglly, .
k=1

Cette écriture s’appelle la décomposition canonique de f. On vérifie aisément que la
décomposition canonique d’une application étagée est unique.

L’intérét de cette définition réside dans la proposition suivante.

Proposition 2.4. Fonctions mesurables et fonctions étagées
Toute application A-mesurable de E dans [0,+o0] est la limite d’une suite croissante
d’applications A-mesurables étagées et positives.

Démonstration : Pour n > 1 et i € {0,1,...,n2" — 1} on pose A, = {x € E'/ f(x) > n} et
B,,={x € E /27" f(z) < (i+1)27"}. soit ensuite la suite de fonctions étagées positives
(fn)n>1 définie par

n2"—1 .
]
=0

On vérifie aisement que pour tout x € E, la suite (f,(z)),>1 et croissante et converge vers
fz). O

Ce résultat est a la base d’une technique de démonstration utilisée en probabilités lorsqu’on
veut montrer que les applications A-mesurables possédent une certaine propriété P. Pour
cela, on montre que les indicatrices 14, ou A € A, vérifient P, puis on montre qu’il en
est de méme pour les applications A-mesurables de la forme > "  a;14, ot o; € RT et
A; € A, 1 < i <n.On montre ensuite, en utilisant le lemme fondamental, que la propriété
P est encore vérifiée par les applications A-mesurables positives, puis par les applications
A-mesurables quelconques f en remarquant que f = fT — f~ ou fT := sup(f,0)
et f~ := sup(—f,0) sont des applications .A-mesurables positives. Cette technique de
démonstration est souvent appelée "technique des fonctions étagées" .
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2.3 Loi1 d’une variable aléatoire

Vecteurs aléatoires

Parallélement aux définitions introduites ci-dessus, une terminologie différente est utilisée
en probabilité pour les applications mesurables dans le cas o1 (F, A) est ’espace mesurable

de base (2, F).

Définition 2.4. Vecteur aléatoire, variable aléatoire réelle

Si (B, A) = (Q, F) et (F, B) = (RY, B(RY)), une application (F, B(R?))-mesurable
s’appelle un vecteur aléatoire , ou variable aléatoire vectorielle, de dimension
d.

Un vecteur aléatoire de dimension d = 1 s’appelle aussi une variable aléatoire réelle en
abrégé v.a.r. .

On peut étre quelquefois amené a considérer des variables aléatoires a valeurs dans R, ce
sont les applications ( F, B(R))-mesurables de ) dans R.

Les variables aléatoires sont traditionnellement notées par des lettres majuscules X, Y, ...
La proposition suivante est I’énoncé avec un vocabulaire différent du résultat de I’exercice
22, page 22.

Proposition 2.5. Composition d’un vecteur aléatoire par une application boréli-
enne

Si f est une application borélienne de R* dans R? et X un vecteur aléatoire de dimension
k, alors 'application f o X est un vecteur aléatoire de dimension d.

Démonstration : Il suffit pour cela de remarquer que si B est un borélien de R?, alors
I'image-réciproque de B par fo X est (foX)™1(B) = X ![(f~}(B)] et d’appliquer ensuite
la définition de la mesurabilité de f et X. O

On notera dans la suite par abus f(X) au lieu de f o X. Par exemple, on écrira eX pour
exprimer 'application composée de 'application exponentielle et de la v.a.r. X.

Loi d’un vecteur aléatoire

Proposition 2.6. Loi de probabilité
Soit X un vecteur aléatoire de dimension d. L’application

Py : B € B(RY) — Px(B):=P({X € B}) €0,1]
est une probabilité sur RY.

Démonstration : On rappelle la notation {X € B} := {w € Q / X(w) € B} et on notera
que {X € B} € F, ce qui donne bien un sens a P({X € B}).

Soit B € B(RY), Px(B) = P({X € B}) € [0,1]. De plus, comme {X € R} = Q,
Px(R?) = P{X € R?}) = P(Q) = 1. Soit (A,)nen une suite deux a deux disjointe de
boréliens de R?, alors

{Xe UAk}:U{XeAk}

keN keN
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I'union du second membre étant deux a deux disjointe. Par suite

Py (UAk) = ]P(Xe UAk> :P<U{X€Ak}>

keN keN keN

= ) P(X €A) =) Px(A)
keN keN
d’ou la o-additivité de Py. O
Définition 2.5. Loi d’un vecteur aléatoire
La probabilité Px est appelée la loi de probabilité relativement a P du vecteur
aléatoire X ou plus simplement loi de X . On notera que cette loi dépend de X mais aussi
de la probabilité P de I’espace de probabilité de base.

Remarque. On admettra le résultat théorique suivant. Si p est une probabilité sur R, alors
il existe un espace de probabilité de base (2, F,P) et une v.a.r. X sur cet espace telle que
]PX = Uu.

Exemple 9.

Soit X une v.a.r. de loi N'1(0,1) (on notera qu’une telle affirmation a un sens d’apres la
remarque précédente). Déterminons la loi de la v.a.r. Y := X2,

Pour cela il suffit d’identifier la fonction de répartition Fy de la v.a.r. 'Y i.e. la f.r. de la
probabilité Py . Soit y € R,

Fy(y) =Py(] —o0,y]) =P(Y €] —o0,y]) =P(Y < y).
Remarquons que, siy <0, {Y <y} ={X?*<yl=0cet siy>0,
Y <y} ={X’<y}={-Vy<X < Vy}

Par suite sty <0, Fy(y) =0, et siy >0,

Fy(y) = P(—vy <X <) =Px([=vy, V¥ = Fx(Vy) — Fx(=VY)
/ﬂ 1 ap /y 1
= e 2 dt =
—vg V2T 0o V2rzx
On notera qu’on a wutilisé dans la troisiéme égalité la continuité (a gauche) de Fx. Le
résultat précédent montre que la f.r. de Py peut s’écrire

NIE)

dz.

-

Y

Rty) = Byl] = ooal) = | pla)dr avee p(a) i= ——e g (0)
La loi de Y, Py, est la probabilité sur R admettant p pour densité. Elle appartient a la
famille des lois gamma , voir la définition dans le formulaire de l'annexe A. On la note
7(3:3)- O
Définition 2.6. Loi gaussienne
Soient m € R et o > 0. Appelons loi de Gauss-Laplace de paramétres m et o2, et
notons N'i(m,c?), la probabilité sur R admettant pour densité la fonction p définie sur R

par
p(z) == —— exp (—ﬂ) .

oV 21 202
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Le résultat suivant est souvent utile dans les calculs pratiques. Il est démontré dans
I’exercice 25, page 22.

Proposition 2.7. Procédé de standardisation d’une loi gaussienne
Avec les notations précédentes, une v.a.r. X suit la loi N'i(m,c?) si, et seulement si, la
v.a.r. Z = X" guit la loi N1(0,1).

Définition 2.7. Variable aléatoire discréte, v.a. a densité
Une v.a. X a valeurs dans R? est dite discréte si sa loi est discréte.
Une v.a.r. est dite a densité sur R si sa loi est 4 densité sur R.

Exemple 10.
1. Les wv.a.r. de Poisson, de Bernoulli, binomiale, hypergéométrique, géométrique,
uniforme-discréte sont des exemples de v.a.r. discrétes.

2. Les v.a.r. de Gauss-Laplace, exponentielle, uniforme sur un intervalle de R sont des
exemples de v.a.r. a densité sur R.
Pour les définitions des lois usuelles (discrétes ou a densité), on pourra se reporter au
formulaire de I’annexe A de ce cours.
Les v.a.r. discrétes sont les v.a.r. a valeurs "presque-stirement" dans un ensemble dénom-
brable. De facon précise :

Proposition 2.8. Caractérisation des v.a. discrétes (admis)

Un vecteur aléatoire X de dimension d est discret si, et seulement si, il existe une partie
D = {a,k € K C N} de R? telle que P(X € D) = 1. Dans ce cas la loi du vecteur

aléatoire X s’écrit
PX = E P = CLk
keK

On dit aussi que la loi de X est portée par D, ou encore que X a ses valeurs presque-
sirement dans D, pour exprimer P(X € D) = 1. On notera que D est une partie
dénombrable de R¢.

Ce résultat raméne alors la détermination de la loi d'une v.a.r. discréte au calcul des
coefficients P(X = ay) qui interviennent dans son écriture. Il explique aussi le choix de
certains auteurs de manuels scolaires de définir la loi d'une v.a.r. a valeurs dans N comme
étant Uapplication n € N — P(X = n). En fait cette définition n’est pas judicieuse car elle
ne se généralise pas au cas des v.a.r. a densité. En effet, pour une v.a.r. & densité, pour
tout réel z, P(X = x) = Px({z}) = 0 d’aprés ce qui a été vu au premier chapitre. Par suite
I'application z € R — P(X = x) est 'application-nulle pour toute v.a.r. X admettant un
densité, ce qui ne présente plus d’intérét.

La proposition précédente sera notamment appliquée (en prenant D = N ou D = Z) dans
le cas ou les v.a.r. sont entiéres i.e. prennent leurs valeurs dans N ou Z.

Remarque. Toute v.a.r. X a valeurs dans N, resp. Z, est discréte. Sa loi s’écrit alors

Py = ZIP’ k)og, resp. Px = ZIP’ = k)dy.

keN keZ

Travail de culture général conseillé mais pas urgent : Etudier dans [3], pages 147
a 171, I'interprétation probabiliste & 1’aide de tirages dans une urne, des v.a.r. de lois de
Bernoulli, binomiale, géométrique, de Pascal, binomiale-négative, hypergéométrique.
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2.4 Exercices

| Exercice 22| Solution p. 86

Soit f une application borélienne de R¥ dans R? et ¢ une application A-mesurable de E
dans R*. Montrer que I'application f o ¢ est une application A-mesurable de E dans R%.

| Exercice 23| Solution p. 86

Soit X une v.a.r. de loi AV(0,1). En utilisant une démarche analogue a celle adoptée
dans I'exemple précédent, montrer que la loi de la v.a.r. Y := eX admet pour densité la
fonction p définie sur R par

1

TV 2T

plo) = = exp (=5 100)°) B (o).

On dit que Y suit la loi Log-normale .

\Exercice 24\ Solution p. 86

On considére une v.a.r. X dont la fonction de répartition est donnée par

1 _
Fx(t) = 5 etﬂ]—oo,O] (t) + (2 —¢€ t>ﬂ}07+°0[(t) :

Déterminer la loi de la v.a.r. Y = |X]|.

| Exercice 25| Solution p. 87

Démontrer la proposition 2.7.

| Exercice 26| Solution p. 87

Montrer que si X est une v.a.r. de loi

Py = an(sn

neN

ol (pn)nen est une suite de réels positifs ou nuls, alors p, = P(X = n) pour tout n € N.



Chapitre 3

Intégrale de Lebesgue

3.1 Intégration des applications mesurables positives

On se donne (E, A, ) un espace mesuré quelconque.

Notons M™(E, A) I'ensemble des applications A-mesurables (positives) d'un ensemble F
dans [0, +00].

La premiére proposition de ce chapitre est fondamentale pour la suite. Elle affirme
I'existence et 1'unicité d’un opérateur d’intégration, qu’on notera E,,, défini sur M*(E, A).
Cet opérateur est construit d’aprés le procédé suivant. Dans un premier temps, on définit
cet opérateur sur 'ensemble £ des applications A-mesurables étagées et positives de
dans RT. Pour cela, si ¢ € £ on considére sa décomposition canonique ¢ = >, axlla,
oua; > 0,9 >0, -+ ,, > 0 sont les valeurs deux a deux distinctes de ¢ et, pour tout
entier k vérifiant 1 < k < n, Ay .= {x € E / f(x) = a;}. Remarquons que 4, € A. On
pose alors, avec la convention 0x (+00) := 0,

Eu(p) =Y agp(Ay).

On remarquera que, par sa définition, E,(¢) est un nombre positif éventuellement infini
(par exemple si un des p(Ay) est infini avec o, > 0) c-a-d E,(¢) € [0,400]. Dans un
deuxiéme temps, on prolonge cet opérateur aux applications de M™(E, A) en posant,
pour tout f € MT(E, A),

E.(f) =sup{E.(p) /v € E et p < f}.

On remarquera encore que, par sa définition, E,(f) est un nombre positif éventuellement
infini c-a-d E,(f) € [0, +o0].

Exemple 11.

Considérons E = R et A = B(R) et p la mesure de Lebesgue sur R i.e. u = \. Soit
p = Zzzl apllyg, 1.0, OUag < ap < az < --- < a, est un suite strictement croissante de
n + 1 réels, les réels aq, g, -+ , o, n'étant pas nécessairement deux & deux distincts. On

dit que @ est une fonction en escalier sur R. Alors
Ea(p) :== Zak)\ (Jak—1,ax)) = Z ag(ar — ag_1).
k=1 k=1
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Dans ce cas, Ey(p) représente la mesure de l'aire située sous la courbe représentative de
©.

On notera qu'une fonction en escalier est borélienne et étagée sur R mais que, par exemple,
Il est borélienne et étagée sur R sans étre en escalier.

La proposition suivante caractérise 'opérateur [, par trois propriétés fondamentales.

Proposition 3.1. Théoréme d’existence de ’intégrale d’une fonction mesurable
positive (admis)
1. Si p est une mesure sur (E, A), il existe une application notée E,,, et une seule, de
MT(E, A) dans [0, +00] possédant les trois propriétés suivantes :
(a) Pour tout Ae A, E,(11x) = pu(A).
(b) Pour tous f et g appartenant a M*(E, A) et tout réel a > 0.

E.(f +9) =E.(f) + Eu(g9) et Eu(af) = aE.(f),

avec la convention 0x (+00) := 0.

(c) Propriété de convergence monotone de Beppo-Lévi
Pour toute suite croissante ( f,)nen d’éléments de M*(E, A),

Jdim B,(7) =, ().
2. Soient f et g deux éléments de M (E, A). Si f < g, alors E,(f) <E,(g).
On notera bien qu’on peut avoir E,(f) = +oo et qu’on ne parle dans cette proposition que
d’applications mesurables et positives. Celles de signe quelconque seront considérées plus

loin.
On trouve, suivant les ouvrages ou les usages, différentes notations pour E,(f) :

E,(f) = / fdu = [E F()d(z) = / F () u(d).

E,.(f) s’appelle I'intégrale de f sur E suivant pu.
La proposition précédente est un théoréme d’existence et d’unicité mais ne permet pas
d’expliciter directement le nombre E,(f) si ce n’est dans des cas simples. Par exemple :

Exemple 12.
1) Si f est Uapplication f = Y .¢  a;lla,, ot (A1, Ay, -, A,) est une famille finie
d’éléments de A et (ay, a9, ,a,) une famille de réels positifs, alors

n

Eu(f) = Z aiM(Az‘)-

i=1

2)Sipi=200+ 05+ A\ et fr:= Wﬂ[oé] + Ls,10) + 315y, alors fR fdu = %71’ + 7.

Les propositions admises suivantes donnent quelques "régles d’intégration" suivant la
mesure considérée. Ces régles seront suffisantes pour la suite et seront constamment
utilisées. Elles différent bien stir en fonction des mesures utilisées. Commencons par le
cas de la mesure de Lebesgue sur R. Le cas de la mesure de Lebesgue sur R? avec d > 2
sera traité au chapitre 5.
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Proposition 3.2. Intégration des fonctions boréliennes positives par rapport a
la mesure de Lebesgue (admis)

On suppose E :=R, A:= B(R), u:= X ou A désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Si f est une application borélienne de R dans [0, +o0] intégrable au sens de Riemann sur
tout intervalle fermé borné de R, alors son intégrale sur R suivant \ est égale a son intégrale
généralisée au sens de Riemann c-a-d

On aura par exemple

+oo
/ e~ Wjo oo (2)dA(z) = / e fdr=1 et / 2L ool (2)dA () = +00.
R 0 R

Proposition 3.3. Intégration par rapport a la mesure de Dirac
On suppose E :=R? A := B(R?), =6, ott a € R% Si f est une application borélienne
de R? dans [0, +o0], alors

La preuve du résultat ci-dessus est un des sujets du devoir I.

La proposition qui suit généralise la précédente :

Proposition 3.4. Intégration par rapport 4 une mesure discréte

On suppose E = R?, A := BR?), p = S1% ;6. ott (ax)ren est une suite de vecteurs
de R et (ou)ren une suite de réels positifs ou nuls.

Si f est une application borélienne de R¢ dans [0, +oc], alors

+o0
= Z a; f(a;).
1=0

Exemple 13.
Soient p = P(a) := lej) e*‘m Ok la probabilité de Poisson sur R ot o > 0.
i) Si [ est une application borelzenne de R dans [0, +o0], alors

+oo . Oék

= (& _—
Z k!
k=0

/x(:v — D Ip 4oof(®) Ze‘o‘—k 1) =a%
R

Exemple 14.
Soit (uy)nen une suite de réels positifs ou nuls.
Considérons l'application f := Zk o Urllyxy et la mesure pi = Z 0;. On vérifie aisément

que
+o0
f) = Z Uk.D
k=0
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Ce dernier exemple montre que la théorie des séries a termes réels positifs peut étre consi-
dérée comme une théorie de 'intégration suivant la mesure sur R dite de dénombrement
W= j:og 0;. La théorie de l'intégration permet ainsi d’unifier dans un méme formalisme
I’étude des probabilités discrétes, qui font intervenir des séries dans les calculs, et celle des
probabilités a densité ol pratiquement interviennent des intégrales de Riemann classiques.
La proposition suivante rameéne le calcul d’intégrales suivant les mesures a densité au calcul
d’une intégrale de Lebesgue sur R qu’on effectue alors par application de la proposition
3.2.

Proposition 3.5. Intégration par rapport & une mesure a densité sur R (admis)
On suppose E := R, A := B(R), p une mesure admettant une densité p sur R. Si f est
une application borélienne de R dans [0, +o00], alors

E.(f) =Ex(fp).

Exemple 15.

Soit o= N1<O’1>’ Jp #?dp(x) = foz\/%re_%“Qd)\(x). On est ramené au calcul d’une
intégrale suivant la mesure de Lebesque. D’ot

1 " oo 1 Lo
z? e 2 d\z :/ z? e 2% dr =1,
/R 2T (z) oo \ 2T

c-0-d [ v?dp(x) = 1.

3.2 Intégration des fonctions numériques

On se donne (E, A, i) un espace mesuré quelconque.

Soit f une application A-mesurable de E dans [—o0, +00]. Les applications fT := sup(f,0)
et f~ := sup(—f,0) sont des applications .A-mesurables de F dans [0, +oc]. D’aprés ce
qui précede les quantités E,(f) et E,(f~) sont des éléments de [0, +00] éventuellement
infinies. La différence E,(f) —E,(f~) aura un sens si E,(f*) et E,(f~) sont toutes les
deux finies. On pourra alors poser E,(f) :=E,(f*) —E,(f~), d’ou les définitions :

Définition 3.1. Application intégrable et intégrale d’une fonction numérique
Une application f de E dans [—oco,400| est dite intégrable sur E suivant p ou plus
simplement pi-intégrable si elle est A-mesurable et si les quantités E,(f1) et E,(f7)
sont toutes les deux finies. Dans ce cas on appelle intégrale de f sur F suivant p e
réel E,(f) :==E,(f") —E,(f"). On remarquera que E,(f) € R.

De plus f est intégrable si, et seulement si, E,, (| f|) est fini.

On démontre I’équivalence entre l'intégrabilité de f et la finitude de E,(|f]). tout d’abord
|f| = fT + f~ est une application A-mesurable positive et, d’aprés la proposition 3.1,
E.(|f]) = E.(f") + E,(f~). Par suite, f est intégrable si, et seulement si, E,(f*) et
E,(f~) sont toutes les deux finies c-a-d si, et seulement si, E,(|f|) = E,(f7) + E.(f7)
est fini.O

Exemple 16.
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1. Soit p = N1(0,1), [pxdu(z) = 0. En effet, ff(x) = aljo(z) et f(z) =
—xly_ oo 0)(2). On Uemﬁe les deux suites d’égalités

/Rﬁ(“")d“(x) = Axﬂ[o,+m[( x)dp(z m/mte—t dt < 400
et /Rf‘(x)du(x) = /R—:cn]_oo,o]( 2)dp(x \/_/ Lz

1 /mt 30t < +
= — e 00,
V21 Jo

en vertu de la convergence de la derniére intégrale (génémlisé@ au sens de Riemann}
D’apres la définition de Uintégrale [, xdp(z) == [ [T (x)dp(x) — [ f~ = 0.
2. Soit = 0, ou a € R. Les applications boréliennes de R dans [—o0, +oo] mtegmbles
sutwant 0, sont celles qui prennent une valeur finie au point a. En effet, f est d4-
intégrable si, et seulement si, Es, (|f]) = |f(a)| < +00 c-a-d si, et seulement s,
f(a) € R.
Les régles d’intégration des fonctions de signe quelconque intégrables sont les mémes que
celles pour les fonctions positives vues dans le cas des mesures discrétes ou a densité. On
peut démontrer cela en écrivant les fonctions comme différence de leur partie positive et de
leur partie négative. Par contre dans le cas de la mesure de Lebesgue sur R la proposition
3.2 devient fausse pour les fonctions qui ne sont pas de signe constant. Dans ce cas on
utilise si possible la proposition suivante :

Proposition 3.6. Intégration des fonctions réelles par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R (admis)
On suppose E :=R, A:= B(R), pu:= X o \ désigne la mesure de Lebesgue sur R.
1. Si f est une application borélienne de R dans R nulle en dehors d’un intervalle fermé
borné [a,b] et intégrable au sens de Riemann sur [a,b], alors son intégrale sur R
suivant \ est égale a son intégrale au sens de Riemann sur [a,b], c-a-d

- / b F(t)dt

2. Si f est une application borélienne de R dans R intégrable au sens de Riemann sur
tout intervalle fermé borné de R et telle que fj;o |f(t)|dt < +o0, alors son intégrale
sur R suivant A est égale a son intégrale généralisée au sens de Riemann c-a-d

—+00

3.3 Intégration des fonctions vectorielles

Soit f une application A-mesurable de £ dans R? Dans la base canonique de R? f
admet les composantes f1, fa, -, fq, ou, pour tout entier £ < d, f; est une application
A-mesurable de E dans R. On écrira f := (f1, fo, -, fa)-
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Définition 3.2. Fonction vectorielle intégrable, intégrale

On dit que f est intégrable sur E suivant p si toutes les applications-composantes
f1, fay- -+, fa sont intégrables sur E suivant pu. Dans ce cas on appelle intégrale de
f sur E suivant p le vecteur de RY de composantes dans la base canonique

Eu(fl)aEu(f2)a' o 7]Eu(fd)a et on note E,u(f) = (Eu(fl)aEu(f2>7 T >Eu<fd))'

On remarque que f = (fi,f2, -+, f4) est intégrable suivant u si, et seulement si,
E.(|f]) < 4+oc ot | - | désigne la norme usuelle de R?.

Un cas particulier intéressant pour la suite est le cas ot f est a valeurs dans le plan
complexe C qu’on identifie & R?. On écrit alors f := f; + i fs identifi¢ & f := (fy, f2) et on
pose E,u(f) = Eu(fl) + iEu(fZ)-

A titre d’exemple, développons une application de la notion de fonction vectorielle u-
intégrable.

Soient E := R"™, p une probabilité sur R et f I’application définie sur R™ & valeurs dans
C, par f(x) := exp (i{x,u)) ou u est un vecteur fixé de R", (-,-) et | - | les produit scalaire
et norme usuels de R".

Alors fi(x) := cos(z,u) et fo(z) := sin(z,u). D’on, pour k =1 ou 2,

B(l) = [ 1hddu< [ Tudi=p(®) =1

f1 et fo sont donc p-intégrables, par définition il en est de méme de f. On peut donc définir
E,(f) € C pour tout vecteur v de R™. On aboutit a la définition suivante.

Définition 3.3. Fonction caractéristique
L’application
Q, : ueR"— &, (u) = / exp (i{x,u)) du(zx)

n

s’appelle la fonction caractéristique de pu, en abrégé f.c. . Si X est un vecteur aléatoire,
on appelle fonction caractéristique de X | et on note ®x, la f.c. de la loi de X.

Exemple 17.
Si p est la probabilité de Bernoulli de parametres p. ®,(t) = [, €™ d(pdy + (1 —p)do)(z) =
pe’t + (1 — p) d’apres les régles d’intégration par rapport ¢ une mesure de Dirac.

L’intérét de cette définition résulte dans le théoréme admis suivant permettant d’identifier
les probabilités sur R™ comme on le fait, mais seulement sur R, avec les fonctions de
répartition.

Proposition 3.7. Théoréme d’indentification de deux probabilités sur R" (ad-
mis)

Deux probabilités sur R™ sont identiques si, et seulement si, elles ont la méme fonction
caractéristique.

On trouvera la liste des fonctions caractéristiques des probabilités usuelles sur R dans le
formulaire donné dans ’annexe A de ce cours.
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3.4 Propriétés de l'intégrale et théorémes de conver-
gence

L’intégrale d’une fonction suivant une mesure p posséde toutes les propriétés des intégrales
classiques vues en premiére et deuxiéme année de Licence.

Proposition 3.8. Propriétés de l’intégrale de Lebesgue (admis)

Soient f et g deux applications de E dans R? intégrables suivant u, a et b deux réels, alors
1. E(af +bg) = aE,(f) + VE,(g).
2. [E.(f)| <E,(|f]) ou | -] est la norme euclidienne sur R?.
3. Sideplisd=1et f <g, alors E,(f) <E,(9).

Les énoncés de théorémes permettant d’intervertir les symboles E, et lim, . sont
particulierement simples dans cette théorie de l'intégration. Ce sont ces résultats que je
nomme théorémes de convergence.

Commencons par rappeler :

Proposition 3.9. Théoréme de convergence monotone de Beppo-Lévi (admis)
Pour toute suite croissante ( f,)nen d’applications A-mesurables positives,

Eu( lim fn) = lim E,(f,).

n—-+4o0o n—-4o0o

Ce résultat a pour corollaire :
Proposition 3.10. Théoréme d’interversion de E, et > °
Pour toute suite (f,,)nen d’applications A-mesurables positives,

Eu (Z fn) - Z]Eu(fn)

Démonstration : Posons, pour tout entier n, g, := > _,_, fx. On applique alors le théoréme
de Beppo-Lévi a la suite croissante d’applications .A-mesurables positives (g, )nen. O

Notons que ces deux résultats précédents sont faux si les fonctions f,, ne sont plus supposées
positives.

Terminons par un théoréme valable pour les fonctions (& valeurs réelles) de signe quelconque
a la condition d’étre intégrables. Ce théoréme ainsi que celui de Beppo-Lévi sont des
théorémes fondamentaux de la théorie de 'intégration. Ce sont principalement ces résultats
qui font la supériorité de la théorie de Lebesgue sur celle de Riemann vue en deuxiéme
année de licence.
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Proposition 3.11. Théoréme de convergence dominée de Lebesgue (admis)

Si (fn)nen est une suite d’applications A-mesurables vérifiant :
i) la suite (f,)nen converge simplement vers une application A-mesurable f = lim,, f,
ii) il existe une application intégrable ¢ telle que,

pour tout k € N | |fi] < ¢,

alors f = lim,, f,, est intégrable et

Eu( lim fn) = lim E,(f,).

n—-+o00 n—-+o0o

Deux exercices d’application de ce théoréme sont proposées dans les exercices 34 et 35,
page 31. Ces deux exercices sont importants car ils montrent la facilité avce laquelle on
peut intervertir limite et intégrale sans se soucier d'une quelconque convergence uniforme
comme c’était le cas en deuxiéme année de licence.

A ce stade de la lecture, vous etes en mesure de faire le devoir I (aprés avoir
fait les exercices proposés ci-apreés)

3.5 Exercices

| Exercice 27| Solution p. 87

Vérifier les affirmations de 'exemple 12.

| Exercice 28] Solution p. 87

1. Soient u et v deux mesures sur (F, A). A l'aide de la proposition 3.1 montrer que,
pour tout f € M¥(E, A), B, (f) = Eu(f) +Eu(f).

2. Soient a > 0, p la mesure sur R de densité p définie par p(z) := ae™** L qj(x) et
v = e *d;. Montrer que [, e**d(pu+v)(z) = a+ 1.

3. Soient o > 0, p la mesure sur R de densité p définie par p(z) := e **L_y () et
V=3 ak—lfék. Calculer [, e**d(pu+ v)(z) et [p Mrd(pu+ v).
La mesure p + v est-elle une probabilité ?

| Exercice 29| Solution p. 88

Soit p := ZLOS @;0,, olt, pour tout i € N, a; € R? et (ay)ren est une suite de réels positifs
telle que la série Z:ﬁg ap = 1. Montrer que les applications boréliennes f de R? dans
[—00, +00] intégrables suivant p sont celles pour lesquelles la série numérique S"1% o, f(a;)
est absolument convergente.

| Exercice 30| Solution p. 89
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Montrer que f := (fi, fa, -+, fa) est intégrable suivant y si, et seulement si, E, (| f|) < 400
ot | - | désigne la norme usuelle de R,

\Exercice 31\ Solution p. 89

Expliciter les fonctions caractéristiques des probabilités de Dirac, binomiale, de Poisson.

| Exercice 32| Solution p. 89

Soit 1 une mesure sur (£, A) et f € M*(E, A). Démontrer que

p(eeE; f=0)=1 — /Ef(ar)du(w)IO-

| Exercice 33| Solution p. 89

Soient f et g deux applications de E dans R intégrables suivant p. Démontrer que
L |E.(f)| <E,(|f]) ot |- | désigne la valeur absolue.
2.85id=1et f <g,alors E,(f) <E,(9).

| Exercice 34| Solution p. 90

Calculer lim,, fon (1 + %)n e 2% dz.

| Exercice 35| Solution p. 90

Soit f une fonction A—intégrable sur I'intervalle [a, b], calculer

lim In (e + M) f(x)dA(z) .
[a,b]

n—-+oo n
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Chapitre 4

Espérance et moments d’un
vecteur aléatoire

4.1 Moments d’une variable aléatoire

Dans toute cette section, (€2, F,P) désigne I'espace de probabilité de base.

Définition 4.1. Espérance mathématique d’une variable aléatoire

L’opérateur d’intégration par rapport a la mesure de probabilité P sera noté E au lieu de
Ep. On appelle E espérance mathématique suivant P ou, plus simplement s’il n’y
a pas de risque de confusion, espérance . L’espérance mathématique est parfois appelée
moyenne de X.

Ainsi si X est une variable aléatoire positive, resp. vectorielle intégrable, on utilisera
indifferemment les notations E(X) ou [, X (w)dP(w) ou [, XdP pour désigner Ep(X).

Si h est une application de R? dans R" et X un vecteur aléatoire de dimension d, on
rappelle la notation abusive déja introduite h(X) := ho X.

Définition 4.2. Variance, écart-type et moments d’une variable aléatoire

Plus généralement si p € N*, on appelle moment d’ordre p de X , resp. moment centré
d’ordre p de X, le nombre réel (s'il est défini) m,, := E(XP?), resp. m;, := E [(X —m)P].
Le moment centré d’ordre 2 s’appelle aussi la variance de X et se note Var(X). Sa racine
carrée positive s’appelle I’écart-type de X et se note ox.

Définition 4.3. Covariance de deux variables aléatoires
Si X et Y sont deux v.a.r. on appelle covariance de X et Y, le réel (sil est défini)
COV(X,Y) =E([X —EX)][Y —EY)]).

La proposition suivante donne une condition suffisante d’existence des moments d’une
v.ar. .
Proposition 4.1. Existence des moments d’une v.a.r.

1. Soit X une v.a.r. telle qu’il existe un entier naturel non nul p vérifiant E(| X|?) < +o0.
Alors, pour tout entier k vérifiant 1 < k < p, les moments d’ordre k, my, := E(X¥)
existent dans R. Il en est de méme pour les moments centrés et mj, := E [(X — m1)*].

2. Si X etY sont deux v.a.r. vérifiant E(X?) < +o00 et E(Y?) < +o0, alors la covariance
de X etY, Cov(X,Y), existe dans R.

33
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Démonstration : 1) Pour tout k < p, | X*| <1+ |X[P. D’ou
E(|X*)) < 14+ E(|X?]) < 400,

ce qui prouve que la v.a.r. X* est intégrable et donc que E(X%) est bien défini dans R.
De méme, |X — m|* < (Jmi| + |X])*. En développant le second membre, en prenant
I'espérance de 'expression et en utilisant le résultat démontré juste avant, on obtient que
E(|X — m|*) < +oo. Par suite E [(X — m1)*] est bien défini dans R.

2) Si X et Y sont de carré intégrable, d’aprés l'inégalité | XY| < X? + Y? déduite du
développement de (| X| — [Y])? > 0, on obtient E(|XY]) < E(X?) + E(Y?) < +co. La
v.a.r. XY est donc intégrable ainsi que la v.a.r. Z := [X —E(X)][Y —E(Y)], ce qui donne
bien un sens a la covariance de X et de Y. O

Par commodité on pose la définition suivante :

Définition 4.4. Variable aléatoire de carré intégrable
Une v.a.r. X est dite de carré intégrable si E(X?) < +oo.

Proposition 4.2. Formules de Konig-Huygens
Soient X et Y deux v.a.r. de carré intégrable. Alors
1. Var(X) = Cov(X, X) = E(X?) — [E(X)]2
2. Cov(X,Y) =E(XY) -E(X)E(Y).

On vérifie aisément qu’on retrouve les définitions classiques de 1’espérance pour les v.a.r.
discrétes ou a densité comme l'indique le résultat suivant :

Proposition 4.3. Espérance de v.a.r. discréte et a densité

1. Si X est une v.a.r. intégrable discréte de loi Py := zj) P(X = ay)d,,, alors
+oo
E(X) =Y aP(X = a)
k=0

2. Si X est une v.a.r. intégrable a densité p continue sur R, alors

—+00

E(X) = /_ Eo(t)dt.

oo

On trouvera la liste des valeurs de ’espérance et de la variance des v.a.r. de lois usuelles
dans le formulaire de 'annexe A de ce cours.

La proposition suivante donne un procédé de calcul des moments d'une v.a.r. a 'aide de
sa fonction caractéristique :
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Proposition 4.4. Moments et fonction caractéristique (admis)
Soient X une v.a.r. et n un entier naturel tels que la f.c. de X, ®x, soit dérivable en 0 a
lordre n. Alors
1. E(X%*) < +oo ou 2p est le plus grand entier pair inférieur a n. En particulier, X
admet des moments jusqu’a I'ordre 2p.

2. De plus, si ®x admet un développement limité en 0 a I'ordre n s’écrivant
k=n
Oy(u) =1+ Z agu® + o(u™)
k=1

alors, pour tout 1 < k < 2p, E(X*) = (—i)*ak!.

Définition 4.5. Espérance d’un vecteur aléatoire
Soit X un vecteur aléatoire de dimension d de composantes X1, X, ..., Xy intégrables
suivant P. On appelle espérance de X suivant P, et on note E(X), le vecteur de
R,

E(X) := (E(Xy),E(Xy),....E(Xy)).

Si X est une v.a. a valeurs matricielles, on appelle espérance de X, et on note E(X), la
matrice dont les coefficients sont les espérances de ceux de X.

Définition 4.6. Variable centrée, variable réduite
Une variable aléatoire vectorielle ou matricielle d’espérance nulle est dite centrée. Une
variable aléatoire réelle de carré intégrable et de variance égale a 1 est dite réduite.

Définition 4.7. Matrice de dispersion, matrice des covariances

Soit X un vecteur aléatoire de dimension d de composantes X, X, ..., X, de carré
intégrable sur ). On appelle matrice de dispersion de X ['espérance de la matrice carrée
aléatoire d’ordre d, [X — E(X)][X — E(X)]*, ou® désigne I'opération de transposition des
matrices. On dit aussi matrice des covariances de X et on la note Dy.

La terminologie est justifiée par la troisiéme assertion de la proposition suivante :

Proposition 4.5. Propriétés des matrices de dispersion
Si X est un vecteur aléatoire de dimension d tel que E(|X|?) < 400 et M une matrice
(déterministe) a coefficients réels a c lignes et d colonnes, alors
1. Le coefficient d’indice (i, j) de Dx est la covariance Cov(X;, X;) des v.a.r. X; et X;.
Les éléments diagonaux de Dy sont les variances des composantes de X.
2. D[X—IE(X)} = Dx, E(MX) = ME(X), et DMX = MDxMt.
3. Dx est une matrice symétrique. Dx est de type positif i.e., pour tout u € R?,
u'Dxu > 0. En particulier, Dx est une matrice diagonalisable sur R dont les valeurs
propres sont des réels positifs ou nuls.

Exemple 18.
Soit X un vecteur aléatoire de dimension 2 de loi

1
PX = Z W(s(k’l).

k>1,0>1
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Notons X, X5 les composantes de X dans la base canonique de R% Par définition
E(X) = (E(X1),E(X3)) et d’aprés la proposition précédente,

Var(Xy)  Cou(Xy, Xs)
Dx = ( Cov( X1, Xs) Var(X5) ) '

En calculant B(X,) = E(Xy) = 2 puis E(X?) = E(X2) =6 et Cov(Xy, Xs) = 0 on obtient,
par application de la formule de Konig-Huygens,

E(X) = (2,2) etDX:((Q) g)

4.2 Théoréme du transfert

Le théoréme du transfert est d’un usage constant en probabilité. Donnons-en deux versions,
une pour les fonctions positives (c’est la plus utile), 'autre pour les fonctions vectorielles
intégrables.

Proposition 4.6. Théoréme du transfert (cas positif)
Soient h une application borélienne positive de R? dans [0, +o00] et X un vecteur aléatoire
de dimension d, alors

E[h(X)] = / ey,

qui peut aussi s’écrire, avec la notation des opérateurs d’intégration,

Ep[h(X)] = Epy (h).

Démonstration (idée) : Cette proposition se démontre a 'aide de la technique des fonctions
étageées.

Proposition 4.7. Théoréme du transfert (cas vectoriel) (admis)

Soient h une application borélienne de R? dans R" et X un vecteur aléatoire de dimension
d. Alors h est intégrable sur R? suivant Px si, et seulement si, h(X) est intégrable sur
suivant P, et dans ce cas

E[h(X)] = /Rd hdPy.

Exemple 19.
Soient X wun vecteur aléatoire de dimension d et ®x sa fonction caractéristique. Par

application du théoréme du transfert (cas vectoriel) on obtient, pour tout élément u de
R,
Bxlu)i= [ exp (ile,0)) dPx(o) = E exp (i(X, 1))
Rd
Exemple 20.
Soit X une wv.a.r. de loi N1(0,1) i.e. Px = N1(0,1). Calculons E(X?). Donnons deux

méthodes.
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i) Premiére méthode : E(X?) est de la forme E[h(X)] avec h(t) := t*. On applique le
théoréme du transfert (cas positif), on remarque que h est continue donc borélienne.
On doit donc calculer a laide d’une intégration par parties,

E(X?) :/tzd]PX / e 2dt = 1.
R v

it) Deuzieme méthode : On a vu au chapitre 2 que la v.a.r. Y = X? suit la loi (3, 3)
de densité

I .
p(l’) = \/ﬁe 211]0,4—00[(1')-

On cherche a calculer

E(X2) = E(Y)= / taPy (1 / v E o (2)0A)

B +o0 z e +OO\/§
-/ f\/—e nom()d—/o L

e 2dr = 1.

Dans ces calculs nous avons utilisé les regles d’intégration swivant une mesure a
densité et une mesure de Lebesque, puis effectué un changement de variable pour
calculer 'intégrale généralisée finale.

Par application du théoréme de transfert il vient aisément :

Proposition 4.8. Expressions tranférée des moyennes, variance et moments
Sous les conditions d’existence des différents moments,

my = /X )dP(w /xd]P’X( ).

= / (X() = m1 P aB(w) = | (= m)dex (a).

m, = /Xp )dP(w /xdeX( ).

my = [(X(@) = mpdw) = [ @ mp i)

4.3 Critéres d’indentification des lois

Le théoréme du transfert permet d’établir un troisiéme critére d’identification des lois
utilisant les fonctions boréliennes positives. Les deux premiers déja vus utilisent les
fonctions de répartition (proposition 1.5) et les fonctions caractéristiques (proposition 3.7).
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Proposition 4.9. Critére des fonctions positives (pour identifier deux lois)
Soient X un vecteur aléatoire de dimension d et y une probabilité sur R?. Alors le vecteur
aléatoire X a pour loi i si, et seulement si, pour toute application borélienne positive h
de R? dans [0, +00],

BIACY)) = [
R4
qui peut aussi s’écrire avec la notation des opérateurs d’intégration

Ep[n(X)] = Ey(h).

Démonstration :

i) Condition nécessaire : Si Px = p, d’aprés le théoréme du transfert, pour toute
application borélienne positive h de R? dans [0, o0,

]E[h(X)]:/Rd thXZ/Rd hdp.

ii) Condition suffisante : Supposons que, pour toute application borélienne positive h de
R? dans [0, +oc], E[h(X)] = [54 hdp. Alors, comme pour tout B € B(R?) la fonction
h := 1 est une application borélienne positive de R? dans [0, +-00], par hypothése
d’une part

E[h(X)] = E[l5(X)] = Eu(1) = u(B),

et par le théoréme de transfert d’autre part

E[h(X)] = E[l5(X)] = / pdBx = Bx(B).
R
D’ou, pour tout B € B(R?), Px(B) = u(B) ce qui signifie que Px = p. O

Exemple 21.
Soit X un vecteur aléatoire de dimension 2 de lot

1
PX = Z Wé(kl)'

k>1,0>1

On note X1, Xy les composantes de X dans la base canonique de R%. Déterminons la
loi de la v.a.r. Y := sup(Xy, Xs). Pour cela notons A = {(x,y) € R* / x < y}. Soit
h une application borélienne de R dans R*. En remarquant que, pour tout (z,y) € R?
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h(sup(z,y)) = h(y)La(z,y) + ()M gc(z, y), il vient

BILY)] = Elbeup(6, X)) = [ beup(e )Py (e

RZ

= /R2 h(y)La(z, y)dPx (z,y) —|—/ h(z)Lae(z,y)dPx (z,y)

R2
+oo 400 1 400 +00 1
- Z Z 21—0—] h(])ﬂA<Z7j) + Z Z 2z+] h(l)ﬂAc(l,j)
i=1 j=1 i=1 j=1
Fo il too i
= > %Jh(y)jtzzyﬂ 0
j=1 i=1 i=1 j=1
+oo +00 oo
1 1 1 1 1 3
>3 (1) 0+ g (1) w0 -3 g (2= 3 )

On notera que, pour obtenir le premier terme de la quatrieme égalité, il a été fait usage du
lemme de permutation des symboles ), et Zj pour une suite-double de réels positifs.

On a donc E[W(Y)] = [ hdp avec

ce qui prouve que ji est la loi de la v.a.r. Y. O

Le critére des fonctions positives exprime qu’'un vecteur aléatoire X, de dimension d, a
pour loi la probabilité p si, et seulement si, la relation

Ep[n(X)] = E,(h)

est vérifiee pour tout fonction A de la famille C des applications boréliennes positives
définies sur R%.

Les deux autres critéres d’identification de lois utilisant les fonctions de répartition ou
les fonctions caractéristiques peuvent aussi s’énoncer sous cette forme. En effet, ces trois
critéres peuvent se formuler en un seul énoncé :
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Proposition 4.10. Critére d’identification de lois (synthése)
Soient X un vecteur aléatoire de dimension d et y une probabilité sur R?. Alors le vecteur
aléatoire X a pour loi pu si, et seulement si, la relation

Ep[h(X)] = E,(h)

est vérifiée pour tous les éléments h d’un des ensembles C suivants :
1. Sid > 1, C est I'ensemble des applications boréliennes de R? dans [0, +00].
2. Sid>1, C est I'ensemble des applications

hy @ € R hy(z) = exp(i{u,z)) € C

lorsque u parcourt R.
3. Sid=1, C est I'ensemble des indicatrices 1)_o, ) lorsque u parcourt R.

Démonstration :
1) a déja été vu.
2) On remarque que, pour tout u € R4,

Py(u) = E(exp(i(u,X))) =E (h.(X))
ot @ (u) = E,(h).

On conclut par le théoréme 3.7.
3) On se limite au cas d = 1. On remarque que, pour tout u € R,

Px (] —00,u)) = E (1] cou(X))
et pu(] —oo,u) = Eu(1)cou)-

On conclut par le lemme d’unicité de la proposition 1.5. O

4.4 Exercices

| Exercice 36| Solution p. 91

Vérifier les formules de Kénig-Huygens.

| Exercice 37| Solution p. 91

Soit X une v.a.r. suivant la loi de Rayleigh de densité définie sur R par
p(x) == ze” T gt ().
Montrer que, pour tout entier £ > 1,
-1y _ (2k) [ 2kY _ okp.|
E (X*) = S T] §etﬂ-«:,(X ) = 2.

Expliciter ’espérance et la variance de la v.a.r. X.
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| Exercice 38| Solution p. 91

Montrer que les v.a.r. X, X, -+, X, sont de carré intégrable si, et seulement si, E(| X |?) <
400 ou X = (Xl, XQ, cee ,Xd).

| Exercice 39| Solution p. 92

Démontrer la proposition 4.5.

| Exercice 40| Solution p. 92

Soient X et Y deux v.a.r. telles que E(X?) < 400 et E(Y?) < 4o00.
1. Montrer que |Y X| < X2+Y?. En déduire que les v.a.r. X, Y et XY sont intégrables
suivant P.

2. En étudiant le signe de l'expression E[(X + aY)?] pour tout a € R, prouver
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[E(XY)] < VE(X2)VE(Y?).

| Exercice 41| Solution p. 93

Soit X := (Xi, Xs, -+, X,,) un vecteur aléatoire tel que E(]X|?) < +oo.
1. Montrer que la v.a.r. Y :=>"7 | X} est de carré intégrable.

2. Démontrer la relation

Var (i: Xk> = zn:Var(Xk) +2 Z Cov(X;, X;).

k=1 1<i<j<n

| Exercice 42| Solution p. 93

Soit X une v.a.r. de loi A1(0,1).
1. Calculer de deux fagons différentes E(e™).

2. Montrer que X? est intégrable (suivant la mesure P) et calculer E(X?).

| Exercice 43| Solution p. 94

Avec les notations de 'exemple 21, montrer que E(X) = (2,2) et que la loi de la v.a.r.

Z = X1 —|—X2 est
+oo . 1

PZ:ZZ; 52

i=1

Exercice 44 Solution p. 95
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Soit X une variable aléatoire de densité f définie pour tout nombre réel z, par

si —e<zx<-—1
+1—a si —1<x<0
sinon

fx) =

O 88l

oll a est un nombre réel.
1. Calculer a et déterminer la fonction de répartition F' de X.

2. Calculer I'espérance de la variable aléatoire X.

| Exercice 45| Solution p. 96

Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite. Préciser, dans chacun des cas ci-
dessous, la loi de probabilité de la variable aléatoire Y définie en fonction de X

1. Y = X3

2. Y = F(X) ou F est la fonction de répartition de la variable X.

| Exercice 46| Solution p. 96

Soit o un parameétre réel strictement positif et f 'application définie sur R par

o ={

1. Vérifier que f est bien une densité de probabilité.

%ae*‘” sizx>0

%aeo‘z siz <0

2. Soit X une variable aléatoire réelle de densité f, quelle est la loi de la variable
aléatoire Y = | X| 7 En déduire la variance de la variable X.

| Exercice 47| Solution p. 97

Soit X une variable aléatoire réelle uniforme continue sur [0,1]. Quelle est la loi de la

variable aléatoire 1
Y =——1In(1 - X),
o

oll « est un parameétre réel strictement positif ?



Chapitre 5

Indépendance de vecteurs
aléatoires

Dans la suite, si A et B sont respectivement des parties de R™ et RP, on posera avec un
léger abus,

AxB = {(21,"+ ,Tpip) E R"P/(x1,-- ,3,) € At (Tpg1, -+ ,Tnip) € B},

c-a-d AxB = (AxRP) N (R"xB). De méme, si a = (a,---,a,) € R" et b :=
(by,--+ ,b,) € R on notera (a,b) := (a1, ,Gn,Gni1,- ,0Antp) considéré comme élément
de R™P. On dit que (a,b) est obtenu par concaténation de a et b.

5.1 Intégration sur R"™?

Pour introduire la problématique de I'intégration sur R™*?, commengons par considérer les
deux situations suivantes :
1. Soient a := (a1, -+ ,a,) € R" et b := (by,---,b,) € RP. On remarque qu’avec
les notations précisées en préliminaires on peut écrire, pour tous boréliens A et B
respectivement de R" et RP,

Stap (AxB) = T axp(a,b) = L4(a)5(b) = 0,(A)d(B).

2. De méme, considérons la mesure de Lebesgue sur R?. Par définition pour tous réels
a,b,c,d, avec a < b et ¢ < d, N?(la,b]x]e,d]) = A]a,b])A(Je,d]) ot A désigne la
mesure de Lebesgue sur R. Plus généralement on montre que, pour tous boréliens A
et B de R, \®(AxB) = A(A)X(B).

Généralisons ces situations en considérant le probléme suivant :

Etant donné deux mesures 1 et v respectivement sur R™ et RP, existe-t-il une mesure o
sur R™? telle que, pour tous boréliens A et B respectivement de R" et R?, a(AxB) =
w(A)v(B) 7?7 Si oui, y a-t-il unicité de la mesure a7

On montre que dans le cas ol i et v sont des probabilités la réponse est positive. Dans
le cas des mesures plus générales ce n’est plus nécessairement vrai, cependant c’est encore
vrai pour les mesures de Lebesgue. Plus précisément :

43
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Définition 5.1. Mesure produit

Soit u (respectivement v) une probabilité ou la mesure de Lebesgue sur R" (respectivement
sur R?) alors il existe une unique mesure sur R"*? notée u®v, telle que, pour tous boréliens
A et B respectivement de R" et R, yu® v(AxB) = u(A)v(B).

On dit que 4 ® v est le produit des mesures i et v. On dit aussi que 1 @ v est une
mesure-produit sur R""?.

Le résultat d’existence de la mesure produit énoncé dans la définition est admis. On notera
que toutes les mesures sur R"™ ne sont pas nécessairement des mesures-produit.

Exemple 22.
On admettra que, pour tous entiers n > 1 et p > 1, \»tP) = X" @ \®) . En particulier on
utilisera souvent la relation \® = X @ \.

Le théoréme suivant donne un procédé de calcul des intégrales sur R™*?. Il permettra par
un procédé de récurrence d’en déduire une méthode de calcul des intégrales sur RY.

Proposition 5.1. Théoréme de Tonelli (admis)

Soient p une probabilité ou la mesure de Lebesgue sur R", v une probabilité ou la mesure

de Lebesgue sur RP et f une application borélienne positive de R"™? dans [0, +00|, alors
1. Pour tous y € RP et x € R", les applications partielles

u€R"— f(u,y) € [0,+00] et v € R? — f(z,v) € [0, +0]

sont boréliennes positives.
2. Les applications

zeR"— [ f(z,0)dv(v) €[0,+o0] ety € R — [ f(u,y)dp(u) € [0, +00]
Rp Rn
sont boréliennes positives,
3. On a les égalités

fd(p®@v) :/

RP

( . f(a:,y)du(a:)) dv(y) = / ( 5 f(x,y)du(y)) du(z).

Rn+p

Le théoréme précédent permet en pratique de ramener le calcul d’une intégrale multiple,
i.e. sur R?, au calcul d’une succession de d intégrales simples, i.e. sur R, pour lesquelles
on peut appliquer séparément les régles d’intégration vues au chapitre 4.

Ce théoréme est encore vrai pour les applications f de signe quelconque a condition qu’elles
soient supposées intégrables sur R"*? suivant la mesure-produit ¢ ® v. Il est alors connu
sous le nom de théoréme de Fubini dont I’énoncé est le suivant :
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Proposition 5.2. Théoréme de Fubini (admis)

Soient p une probabilité ou la mesure de Lebesgue sur R", v une probabilité ou la mesure
de Lebesgue sur R? et f une application borélienne de R™*? intégrable suivant la mesure-
produit p ® v. En utilisant le théoréme de Tonelli, cette intégrabilité s’exprime par :

/ fld(p®v) = / p ( / n |f<m,y>|du<w>) du(y) = / n ( [ f(x,y)|du(y)) du().

1. Pour tous y € RP et x € R", les applications partielles u € R" — f(u,y) et
v € RP — f(z,v) sont boréliennes.

2. Les applications

re€R"— [ f(z,v)dv(v) et ye R — fu,y)dp(u)
RP R
sont boréliennes p—intégrable (respectivement v — intgrable),
3. On a les égalités

falpsr) = [

RP

( - f(x,y)du(x)) dv(y) = /n ( g f(x,y)dy(y)) dy(z).

Rn+p

D’autres notations sont utilisées dans les ouvrages. On trouvera indifféremment

fdlpev) = flz,y)d(p@v)(z,y) = [, y)du(z) @ dv(y)

Rn+p Rn+p Rn+p

= [z, y)du(z)dv(y).

Rn+p
Exemple 23.
Considérons Uapplication [ définie sur R? par f(z,y) := Lo toof(@)Liap(y)e ™ o a et b
sont des réels tels que 0 < a < b. C’est une fonction borélienne positive sur R?. Appliquons
le théoréme de Tonelli a f et a la mesure X&) =\ @ \,

FN® = /R o oef() ( /R n]%b[(y)e—wydA(y)) aA(x)

_ /R () ( /R ]1]07+00[(x)e_“"3yd)\(x)) ().

Ce qui donne en utilisant la régle d’intégration suivant la mesure de Lebesque sur R des
fonctions boréliennes positives,

+oo j—azx _ ,—bx
fd)\(z) - / idlﬂ
0

T

_ /}R]lmb[(y);d)\(y) :/abédyzln (S)

On a ainsi par la méme occasion établi la valeur de l'intégrale généralisée au sens de

Riemann . N ;
/ idx:m@. -
0 T a

R2

RQ
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Pour compléter les techniques d’intégration suivant la mesure de Lebesgue sur R?, le
théoréme suivant, dit de changement de variable, est trés utile. Rappelons qu’un
diffeomorphisme F de classe C' d'un ouvert U sur un ouvert V de R? est une
application bijective, différentiable de U sur V telle que F~! soit différentiable avec les
applications différentielles de F' et F'~! continues. De plussi fi, - - - , f4 sont les applications-
composantes de F, on appelle jacobien de F' au point u € U le déterminant de la matrice
carré d’ordre d de coefficient général 0, f;(u) ou 0;f;(u) désigne la dérivée-partielle de
I'application f; par rapport a la j*™¢ variable calculée au point u € U.
Proposition 5.3. Théoréme de changement de variable dans R? (admis)
Soient T' un difféomorphisme de classe C* d’un ouvert U sur un ouvert V de R et f une
application borélienne de R? dans R. Notons J(v) le jacobien de T~ au point v € V.
1. Si f est a valeurs dans [0,+o00], alors x € R? +— 1y (z)f(T " (z))|J(x)| est une
application borélienne positive.
2. Si I'application x € R? +— Nly(z)f(x) est AD-intégrable sur R?, alors I’application
v € R Ty (z)f(T(x))]|J(x)| est A D-intégrable sur R?.
De plus, dans les deux cas ci-dessus

[ mv@r@ax®w = [ av@)f (07(0) 176 D)

On dit alors qu'on a effectué¢ le changement de variable v := T'(u) ou v désigne le

vecteur des "nouvelles" variables et u celui des "anciennes". On remarquera surtout que

le jacobien utilisé est celui de la transformation exprimant les "anciennes" variables en
nction nouv -a- .

fonction des "nouvelles" c-a-d de 71

[lustrons par un exemple 1'utilisation des théorémes de Tonelli et de changement de
variable.

Exemple 24.
Montrons que

I ::/ ﬂ]0,+oo[z(x,y)e’(sz“yQ)d)\(Q)(:v,y) = %
RQ

En effet, ici U :=|0, +o0[?, u := (x,y). Considérons le changement de variable x = r cos 6
ety =rsind ou v := (r,0) € V :=|0,4+00[x]0, Z[. Comme |J(v)| = r, il vient

b= / Lo, oo, 5((r: )¢ rdA?) (1, 6)
R2

— /RH]O’JFOO[(T)B_TZT (/R ﬂ}og[(@)d/\(ﬁ)) dX(r)

_ (/R Il]07+oo[(T)€_T27"d)‘(r>> (/R 11]073[(9)&(9)) _ (/0+oo 6—7'27*(17’) o=7

Dans le calcul précédent on a utilisé le théoréme de Tonelli et la régle d’intégration suivant
la mesure de Lebesgue sur R. O

A ce stade de la lecture, vous pouvez commencer a réfléchir au devoir II.
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5.2 Indépendance de vecteurs aléatoires

Nous sommes en mesure maintenant d’étendre la définition des probabilités a densité,
considérées jusqu’a présent uniquement sur R, au cas des probabilités sur les espaces R?
avec d > 1.

Définition 5.2. Densité de probabilité sur R?
On appelle densité de probabilité sur R? toute application borélienne positive p de R?

dans [0, +o0] vérifiant
/ pd\ Y =1.
Rd

La proposition suivante montre que la régle d’intégration suivant une mesure de probabilité
a densité est tout a fait analogue a celle déja vue au chapitre 4.

Proposition 5.4. Intégration par rapport 4 une densité de probabilité sur R?
(admis)
Soit p une densité de probabilité sur R,

1. L’application

v i Ac BRY — v(A) ::/ Tapd\? € [0, 1]
Rd

est une probabilité sur R%. On dit que v admet p pour densité sur R? et on note
v=rp-A9,

2. Si f est une application de R? dans R, borélienne positive, resp. intégrable suivant
v, alors I'application fp est borélienne positive, resp. intégrable suivant A9 et

E,(f)= [ fpd\?.

On remarquera que les définitions de densité et de probabilité a densité introduites au
chapitre 1 sont bien des cas particuliers de la définition donnée ci-dessus. Donnons un
exemple d’utilisation de cette proposition dans le calcul de lois de probabilité sur R2.

Exemple 25.

Soit (X,Y) un vecteur aléatoire de R* dont la loi admet pour densité la fonction définie
sur R? p:= 315 ot A= {(z,y) € R*/|z| + |y| < 1}. Cherchons la loi de la v.a.r. X.
Soit A un borélien de R. Calculons Px(A). Par définition de la notion de loi et comme

{X e A} ={(X,Y) € AxR},
Px(A) = P(X € A) =P((X,Y) € AxR)
= Pxy)(AxR) = /2 1a(x)lg(y)dPxyy(2,y).

R

D’apres la régle d’intégration des mesures a densité sur R? puis par application du théoréme
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de Tonelli a A =\ ® ),

[ @) = [ 1a@ixm)31al )i @)

- [0 ([ Jranow) aw
_ / La(2)x(2)dA ()

ol on a posé apres le calcul de l'intégrale

€@ = [ 1 0)dAw) = (1 )1y o).

Ce qui prouve que la v.a.r. X a pour loi la probabilité définie sur R par la densité x. On
trouve par symétrie des roles joués par X et'Y que 'Y a méme loi que X (cela ne signifie
pas que X =Y !). O

En fait on vient de montrer, sur un cas particulier, un résultat important qui affirme que si
un vecteur aléatoire admet une densité, alors ses composantes sont des v.a.r. a densité. La
réciproque est fausse en général comme le montre le contre-exemple proposé dans 1’exercice
52, page 59. Plus précisément :

Proposition 5.5. Densité des composantes d’un vecteur aléatoire a densité sur
Rd

Si X := (Xy,---, Xq) est un vecteur aléatoire de densité p sur R%, alors, pour tout entier
1<k <d, la v.a.r. X, admet pour densité I'application xj définie sur R par

Xi(t) = /d Pz, Th 1, b Ty, - 2a) AN (@ e, 2g).
R —1

La réciproque est fausse (voir exercice 52, page 59).

Exemple 26.
Revenons a l'ezemple 25 pour montrer que, dans ce cas, Pixy) # Px @ Py.
En effet, considérons le borélien de R?, G :=]3,1[x]3,1[, et comparons Pixyy(G) avec

Px @ Py (G). Il vient d’une part,

Pocn(@) = [

1
ﬂg(l', y)d]P)(X,Y) (ZE, y) - / ILG(:Ea y)éﬂ-A(‘ru y)d)‘(Q) (ZL‘, y) =0
R2

]RQ

car Lglla est Uapplication nulle sur R?, et d’autre part,
1 1
Py @ Py (G) =Py ]5,1[ Py ]5, 1.
Or

Py (]% 1[) - /R 1) ,dPx = /R(1 — [a]) 1 (@) g (2)dA(x) = [(1 —2)dr = %

2

Ce qui montre que 0 = Pxy\(G) # Px @ Py(G) = (5)? et prouve que le produit des lois

de X et'Y, qui est une probabilité sur R% n'est pas égal & la loi du vecteur (X,Y) i.e.
IP)(Xy) 75 Px ® Py. O
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Les situations pour lesquelles on aura 1’égalité seront celles ol on dira qu’il y a indépendance
des variables suivant la définition :

Définition 5.3. Indépendance d’une suite finie de vecteurs aléatoires
Une suite finie de vecteurs aléatoires (X1, --- , X,,), de dimensions quelconques (éventuelle-
ment distinctes), est dite indépendante (relativement a P) si

]P)(Xla"')Xn) = ]PXl ® ]PJXQ ® te ® ]P)Xn

On dit aussi, par abus, que les v.a.r. X1, --- , X, sont indépendantes. 1l s’agit 1a d’'un abus
car l'indépendance est une propriété de la suite (X1,--- , X,,) et non de chacune des v.a.r.
Xg.

Définition 5.4. Loi conjointe, loi marginale

La loi du vecteur aléatoire concaténé X := (Xi,--- , X,,) est dite aussi loi conjointe des
vecteurs X1, -+ , X,. Pour tout entier k = 1,--- ,n, la loi du vecteur aléatoire X, s’appelle
alors la loi marginale de X de rang k.

Avec cette terminologie, on peut énoncer le résultat de I'exemple précédent en exprimant
que le couple de v.a.r. (X,Y) n’est pas indépendant.

Dans les chapitres sur les convergences de suite de v.a.r. on aura besoin de la définition
suivante :

Définition 5.5. Indépendance d’une suite de vecteurs aléatoires
Une suite infinie (X},)ren de vecteurs aléatoires est dite indépendante (relativement a
IP) si toute sous-famille finie est indépendante relativement a P.

On montre que si (ug)rer, ot I € N, est une suite (finie ou infinie) de probabilités sur R,
on peut toujours construire un espace de probabilité (2, F,P) et une suite indépendante
(Xk)rer de v.a.r. définies sur (2, F,P) telle que, pour tout k € I, uy soit la loi de la v.a.r.
X

On peut vérifier aisément qu’une suite infinie de vecteurs aléatoires (Xj)gen est indépen-
dante si, et seulement si, pour tout entier n € N, la suite (Xo, -+, X,,) est indépendante.

Les propositions qui suivent ont pour but de donner des critéres permettant de reconnaitre
si une suite finie de vecteurs aléatoires est indépendante.



Chapitre 5. Indépendance de vecteurs aléatoires

Proposition 5.6. Critére d’indépendance d’une suite (finie) de vecteurs aléa-
toires
Soit (X1,--+,X,) une suite de vecteurs aléatoires de dimensions respectives dy, -+ ,d,.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La suite (Xy,---,X,) est indépendante.

2. Pour tout entier 1 < k < n et tout borélien B, de R

Pix, o x,)(BixBax - - xBy,) = Py, (B1)Px, (B2) - - - Px,, (By).
3. Pour tout entier 1 < k < n et tout borélien By, de R%,

P[Xy,---,X,) € Bix---xB,|=P(X; € By)---P(X,, € B,).
4. Pour tout entier 1 < k < n et tout borélien By, de R%,

P{X,eBi}n---n{X, € B,}] =P(X; € By)---P(X,, € By).

Démonstration :
— "(1) implique (2)" résulte de la définition des produits de lois.
— "(2) implique (3)" résulte de la définition de la notion de loi et des notations.

— "(3) implique (4)" résulte de la relation ensembliste immédiate & vérifier :
{(Xl,"' 7Xn) Gle---xBn} :{Xl GBl}ﬂ{XQ GBg}ﬂﬂ{Xn S Bn}

— "(4) implique (1)" : admis.O
Dans les cas ot on manipule des v.a.r. discrétes la proposition précédente a pour corollaire
le critére d’indépendance ci-dessous. Pour simplifier on supposera que les v.a.r. sont portées
par N mais le résultat se généralise aux v.a.r. portées par un ensemble dénombrable
quelconque de R, notamment Z.

Proposition 5.7. Critére d’indépendance pour des v.a.r. discrétes

Soit (X1, -+, X,) une suite de v.a.r. discrétes portées par N, alors la suite
(X1, ,X,) est indépendante si, et seulement si, pour tout (ky,--- , k) € N,

P{X, =k} {Xy = ko)) = P(X) = k1) - (X, = k).

Démonstration : La condition nécessaire résulte de I'implication "(1) implique (4)" de la
proposition précédente ou on a pris B; := {k;}, ¢ = 1,--- ,n, qui sont bien des boréliens
de R.

La condition suffisante résulte du fait que Px, .. x,) est une probabilité discréte sur R",
elle est donc entiérement déterminée par la connaissance des nombres

Py (RRny x{ka} < - - - x{kn})

qui sont, par hypothése, égaux a
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De méme on vérifie que Py, ® - - - ® Py, est une probabilités portée par N” donc discréte.
Elle est donc entiérement déterminée par la connaissance des nombres

Py, @@ P, ({kipx{habx - x {ha}) = B(Xy = k)B(Xa = ko) -+ P(Xp = k).
Par suite
P(Xl,”',Xn) = PX1 (SRR ]P)Xn'

Ce qui prouve 'indépendance de la suite (X, -+, X,,). O
Exemple 27.
Reprenons les notations de l'exemple 18 avec X := (Xi,X3) un vecteur aléatoire de

dimension 2 de loi .
]P)X = Z W(S(k’l).

k>1,1>1
Par suite, pour tous k € N* et | € N*,

P{X, = k} N {X5 = 1}] = # et P(X, = k) = P(Xp = k) = —

Ce qui montre que, pour tous k € N* et | € N*,
P{Xy =k} n{Xo =1} =P(X; = F)P(Xz =)

et prouve ainsi l'indépendance de la suite de v.a.r. (X1, X3). O

On vient d’établir un critére d’indépendance pour une grande famille de probabilités, celle
des probabilités discrétes, donnons un critére pour une autre grande famille de probabilités,
celle des probabilités a densité.

Proposition 5.8. Critére d’indépendance des v.a.r. a densité

1. Si(Xy,---,X,) est une suite indépendante de v.a.r. telle que, pour toutk = 1,--- | n,
la v.a.r. X}, soit de densité py, sur R, alors le vecteur aléatoire X := (X1, -+, X,,) de

dimension n admet pour densité sur R" I"application
p(w1, @) ERY = p(ay, 0, @0) 1= pr(@1)pa(@2) - - puln) € [0, +00].

2. Réciproquement, si X = (Xi,---,X,) est un vecteur aléatoire de dimension n
admettant pour densité sur R™ une application p définie par une relation de la
forme p(x1,--- ,x,) = g1(x1)g2(x2) - - - gn(zy), o, pour tout k = 1,--- n, g est
une application borélienne positive de R dans [0,+o0], alors la suite de v.a.r.
(X1,---,X,) est indépendante et pour tout k = 1,--- n, la v.a.r. X} admet pour
densité sur R I'application

k()
 JrordA

Xe @ t € R xp(t): € [0, 4o0].

Démonstration : Pour simplifier les notations, faisons la démonstration dans le cas n = 3.
1) Soient (X, Y, Z) une suite indépendante de v.a.r. et h une application borélienne positive
de R? dans [0, +00]. Par le théoréme du transfert, 'indépendance de la suite (X,Y,7) i.e.
Pxyvz = Px ® Py @ Pz, puis en appliquant le théoréme de Tonelli & Px ® Py ® Py,
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la définition des lois & densité et a nouveau le théoréme de Tonelli en sens inverse a
ARA@ X = A il vient successivement

E[h(X,Y,Z)] = / h(u, v, w)dPx ® Py & Py(u, v, w)
R3

_ /R < /R ( /R h(u,v,w)dPX(u)) dPy(v>> dPy(w)
= [ ([ ([ mevwman ) pwaro)) st

= /RS h(u,v,w)pl(u)pg(v)ps(w)d)\(g)(Uaan>~

Ce qui prouve que la loi du vecteur aléatoire (X,Y,Z) admet pour densité sur R3
I'application p définie par p(u,v,w) := p1(u)p2(v)ps(w).

2) Supposons que le vecteur aléatoire (X, Y, Z) admette pour densité sur R? I'appli-cation
p définie par p(u, v, w) := g1(u)ga(v)gs(w).

Commencons par étudier la loi de X.

D’aprés la proposition 5.5, la v.a.r. X admet pour densité sur R 'application y; définie
par x1(t) := [r, p(t, u, v)dA® (u, v). Par application du théoréme de Tonelli & A? = A® A,
il vient

alt) = [ nOna@d?w) =a() [

R

= gt ( /R gsz) ( /R gsdA) = f:ﬁc)zx

car, comme p est une densité de probabilité,

(2200) [ satwrar ) ix

1= /R3 p(t,u, v)dA® (¢, u,v) = /Rg 91(£)g2(w)gs (V)N (¢, u, v)

© (L) (L) (o)

On notera que cela implique en particulier que fR g1dX # 0. On trouve de la méme maniére
un résultat analogue pour Y et Z.

Montrons 'indépendance de la suite (X, Y, 7).

Soient A, B, C' des boréliens de R. En notant que, pour tout w € €2,

Nyxv,zyeaxBxc} (W) = Lixeaynfyvenynizecy(w) = Lixeay (W) lyeny (W) izecy (w)

et Tixeay(w) = La(X(w)), en utilisant la définition de l'opérateur d’intégration donnée
dans la proposition 3.1, puis en appliquant les théorémes du transfert et de Tonelli, il vient

Pixyz)(AxBxC) = E[lyxyzcaxpxcy] = ELa(X)1p(Y)1

o)1
— [ 1) 1) ()N .2

- () ([ 1) (00

Z)]
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De plus, comme les v.a.r. X, Y, et Z ont pour densités respectives x1, X2, €t X3,

P (A)Py(B)Py(C) — ( / ﬂAde)\> ( /R ]lBXQdA> ( /[R ncxgdx>
_ (/]1 (t)ng(g/\d)\( )) (/ ]lB(t)ng(c)i/\d)\( )) (/ 1 (t)ng(SC)MdA( ))

= ([raon) ([ wmgar) ( [ nemar),
R R R
toujours en vertu de
() () () -
R R R

Ce qui montre que, pour tous boréliens A, B, C de R,

XYZ (AXBXO) (A)]P)y(B)Pz(O)

et prouve ainsi l'indépendance de la suite de v.a.r. (X,Y, 7). O

Donnons un autre énoncé, beaucoup plus utile dans la pratique, du critére d’indépendance
des v.a.r. a densité :

Proposition 5.9. Enoncé pratique du critére d’indépendance des v.a.r. a densité
Soit (X1, -+, X,) une suite de v.a.r. telle que, pour tout k = 1,--- n, la v.a.r. Xy soit de

densité py sur R. Alors la suite de v.a.r. (Xy,---,X,) est indépendante si, et seulement
si, le vecteur aléatoire X = (Xi,---,X,) de dimension n admet pour densité sur R"

l’application
p (‘rh”' ,.73”) GRan(Z‘l’ 7xn> = pl(xl)pQ(xQ)pn(‘rn> € [O7+OO]
Démonstration : La condition nécessaire est I’assertion 1) de la proposition précédente et

la condition suffisante résulte de l'assertion 2) avec, pour tout k = 1,--- ,n, gy := py en
remarquant que, par hypothése, fR prd\ = 1. 0.

Exemple 28.
1. Reprenons les notations de l'exercice 53, page 59. On y établit que le vecteur aléatoire
- 2
(X,Y) de dimension 2 admet pour densité sur R? Uapplication p(z,y) == =€~ 5

et que les v.a.r. X et Y suwent la méme loi N1(0,1). Leurs densités px et py

2
sur R sont définies sur R par px(t) = py(t) = \/%e’% et vérifient la relation

p(x,y) = px(x)py(y), ce qui prouve l'indépendance de la suite de v.a.r. (X,Y) en
vertu de la proposition précédente.

2. Dans l’exemple 25, on vérifie aisément que p(z,y) # x(x)x(y), ce qui est une autre
fagon de prouver que la suite de v.a.r. (X,Y) n’est pas indépendante. O

Donnons un critére valable pour des vecteurs aléatoires généraux sans hypothéses sur le
type de loi qu’ils satisfont.
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Proposition 5.10. Critére d’indépendance utilisant des fonctions positives

Soit (X1,---,X,) une suite de vecteurs aléatoires de dimensions respectives dy, -+ ,d,.
Alors, la suite (X, - - -, X,,) est indépendante si, et seulement si, pour tout entier 1 < k <n

et toute application borélienne positive f;, de R%* dans [0, +o0],

E[f1(X1) a(Xz) - fo(Xn)] = E[f1(X0)] E[fa(X2)] - - E [ (X0)]

Démonstration : Faisons la démonstration pour n = 2.
C.N. Par application des théorémes du transfert et de Tonelli o1 on utilise I'indépen-dance
en écrivant Pix, x,) = Px, ® Py, il vient

E[fi(X1)fo(X2)] = /Rd1+d2 fl(x)fQ(y)dP(Xth)(xay)

= [ @) ([, ) s o)

- (L ron) (] )
R R42

= E[fi(X)]E[f2(X2)].

C.S. Il suffit de prendre f; :=1 4 et fy := 1 g o1 A et B sont des boréliens respectivement
de R% et R%. En explicitant la relation de I’hypothése

E[14(X1)1p(X2)] = E[14(X1)] E [15(X5)]
on obtient
P[(X;, X2) € AxB] =P[X; € A|P[X; € B,

ce qui prouve que Py, x,) = Px, ® Px,. O

A titre d’exemple d’utilisation de cette proposition, donnons un corollaire trés utile dans
les calculs faisant intervenir des v.a.r. indépendantes et intégrables :

Proposition 5.11. Espérance d’un produit de v.a.r. indépendantes intégrables
Soit (X1, -+, X,,) une suite de v.a.r. intégrables. Si la suite (X1, - -- , X,,) est indépendante,
alors la v.a.r. X;X5--- X, est intégrable et

E[X1Xo -+ Xp] = E(X1)E(X>) - - E(X,).

La réciproque est fausse.

Démonstration : Faisons-la pour deux v.a.r. X et Y indépendantes et intégrables i.e.
E(]Y]) < 400 et E(|X]) < +00. On peut écrire

E(|XY]) = E(IX[[Y]) = E([XDE(Y]) < +o0,

ou on a appliqué, dans la deuxiéme égalité, la proposition précédente avec les fonctions
positives x — |z| grace a l'indépendance de (X,Y). On a donc prouvé que la v.a.r. XY
est intégrable.

Montrons la deuxiéme relation. Remarquons qu’en introduisant les parties positives et
négatives des v.a.r. , on peut écrire

XY =(XT =X )Y -y ) =XVt 4+ XV - XYt Xy~
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qui donne, en prenant les espérances de chaque membres de 1’égalité précédente et en
appliquant la proposition 5.10 aux fonctions boréliennes positives z — zt et z +— 27,

E(XY) = EX'Y T +EX Y| -EX Y] -EX'Y]
= E(XHEY") +EXEY ") - E(XEY*) — E(XHE(Y ")
E(X)E(Y).

d’otu la relation cherchée. O

L’exercice 54, page 60, propose un contre-exemple prouvant que la réciproque de la
proposition précédente est fausse. Cet exercice est souvent a la base de nombreux contre-
exemples concernant l'indépendance des variables aléatoires.

Comme corollaire de la proposition précédente,

Proposition 5.12. Indépendance et matrice de dispersion

Soit X = (X, Xs, ..., X4) un vecteur aléatoire de carré intégrable de dimension d. Si la
suite de v.a.r. (X, X, ..., X4) est indépendante, alors la matrice de dispersion de X est
diagonale (la réciproque est fausse).

Démonstration : D’aprés la proposition précédente, pour tout couple d’entiers (i, 7) avec
i # j, Cov(X;, X;) = 0. On conclut en utilisant la proposition 4.5, (3). O

Donnons un procédé simple de construction de suites indépendantes de vecteurs aléatoires
a partir de deux fonctions de v.a.r. . Ce procédé peut se généraliser & un nombre quelconque
de fonctions.

Proposition 5.13. Indépendance de fonctions de v.a.r.

Si(Xy,---, X, Y1,---,Y,) est une suite indépendante de v.a.r. , alors, pour toutes

applications boréliennes ¢ de R™ dans R™ et 1) de RP dans R%, le couple de vecteurs
aléatoires (¢(Xy, -+, Xy),¥(Y1,---,Y,)) est indépendant.

Démonstration : Considérons les vecteurs aléatoires X = (Xq,---,X,) et Y = (Y1,---,Y}).

Commencons par montrer que le couple de vecteurs aléatoires (X,Y) est indépendant. Comme

(X1, , Xy, Y1, ,Y),) est une suite indépendante, pour tous boréliens de R, Ay, - -+ , Ay, il vient
Px[Alx s XAn] = IP(XI,---,Xn)[AIX s XAn]

= P(Xl,“',Xn:YL-“,Yp)[AlX - XAnXRp]
= Px,(41)---Px, (4n).

Ce qui prouve que Px =P(x, .. x,) =Px, ® --- ®Px,, et par suite

Pxyy = Py xovi, %)
= PX1®"’®IPXn®PY1®"'®PYp
= ]P)X X Py.

Le couple de vecteurs aléatoires (X,Y') est donc indépendant.
Considérons maintenant deux applications boréliennes positives fi et fo définies respectivement
sur R% et R%. Comme f; o ¢ et fo 01 sont des fonctions boréliennes positives, en appliquant la
condition nécessaire du critére des fonctions positives & ces fonctions et a la suite indépendante
(X,Y), il vient

ELf1 (p(X)) f2(6:(Y))] = B[ (¢ (X)) EL(0(Y))].

On applique alors la condition suffisante du critére des fonctions positives aux fonctions fi, fs et
a la suite (p(X),¥(Y)) pour conclure qu’elle est indépendante.O
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On pourra vérifier que si un couple de vecteurs aléatoires (X,Y’) de dimensions respectives d et k
est indépendant avec X := (Xy, -+, Xg) et Y := (Y1, ,Yy) alors, pour tout (i,7) avec 1 <i < d
et 1 <j <k, le couple de v.a.r. (X;,Y;) est indépendant.

Donnons un cas particulier de la proposition précédente, trés utilisé en pratique :
Proposition 5.14. Indépendance de fonctions de v.a.r. (cas particulier usuel)
Si (X, ,X,) est une suite indépendante de v.a.r. , alors, pour toute suite d’applications
boréliennes (f1,- - , fn) de R dans R, la suite de v.a.r. (fi1(X1), -, fu(X,)) est indépen-
dante.

Terminons par un critére simple d’application utilisant les fonctions caractéristiques.

Proposition 5.15. Critére d’indépendance par les fonctions caractéristiques

Une suite de v.ar. (Xi,---,X,) est indépendante si, et seulement si, pour tout
(ulv T 7un) € an
Elexp (¢Y p_, wuXi)] = E (ewlxl) K (ei“”X")
ie. q)(le.HXn)(ul, cee ,Un) = q)X1 (Ul) cee @Xn(un)

5.3 Somme de v.a.r. indépendantes

Démontrons d’abord un important corollaire de 1’exercice 41, page 41.

Proposition 5.16. Variance d’une somme de v.a.r. indépendantes
Si (X1, Xs, -+, X,) est une suite indépendante de v.a.r. de carré intégrable, alors

E [(Zzzl Xk)Q} <400 et Var (Z Xk> = Z Var(Xy).

La réciproque est fausse.

Démonstration : Montrons l'intégrabilité. On effectue les majorations
(o) = () ~omrez 3 s
k=1 k=1 k=1 1<k<I<n

Mais |Xk||Xl| S %(|Xk|2 + |Xl|2), d’ou

n

DX +2 ) XX < K) D IX)
k=1 k=1

1<k<l<n =

ou K est une constante. Par suite, grace aux hypothéses d’intégrabilité sur les v.a.r.

n 2 n n
E (Zxk> < KE (Z kaE) =KY E(|X*) < +o0.
k=1 k=1 k=1
On a vérifié dans 'exercice 41, page 41, que

Var (i Xk> = iVar(Xk) +2 Z Cov(X;, Xj)

k=1 1<i<j<n
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et on conclut en remarquant que, par indépendance des v.a.r. , Cov(X;, X;) = 0 pour tout
couple d’entiers (1, j) tel que i # j. O

On peut généraliser la proposition 5.16 aux vecteurs aléatoires en montrant que, si (X,Y")
est un couple indépendant de vecteurs aléatoires de dimension d et de carré intégrable,
alors Dx,y = Dx + Dy, ou Dx désigne la matrice de dispersion de X.

Nous allons maintenant donner quelques résultats sur la somme de v.a.r. indépendan-
tes suivant des lois classiques. Auparavant énonc¢ons un corollaire du critére des fonctions
caractéristiques qui sera commode dans la recherche des lois de sommes de v.a.r. indépen-
dantes.

Proposition 5.17. Fonction caractéristique d’une somme de v.a.r. indépen-
dantes

Si (X1, Xs, -+, X,) est une suite indépendante de v.a.r. , alors, pour tout u € R,
Elexp (iud p_, Xp)] = E(e"*) - E (eiuX")
Le. Ox poix,(u) = Px(u)- - Px,(u)

La réciproque est fausse.

Démonstration : Il suffit de prendre v := u; = us = - -- = u,, dans la condition nécessaire
du critére des fonctions caractéristiques. O

Proposition 5.18. Somme de v.a.r. gaussiennes indépendantes

Si (X1, Xo,---,X,) est une suite indépendante de v.ar. de lois respectives
Ni(my,01),---, Ni(myp,02), alors la v.a.r. S, :== Xi + --- + X, est une loi gaussienne
Ni(my+ - +my, 07 +---+07).

Démonstration : On applique le résultat précédent en notant que la fonction ca-ractéristique
d'une v.ar. X de loi Ni(m,0?) est ®x(t) = exp(imt — 1t?6?). On applique ensuite le
théoréme d’injectivité 3.7 en remarquant que la fonction ca-ractéristique de la v.a.r. S, est
celle de la loi Ny(my+---+my,0f+---407). O

Citons, a titre d’exemple, un autre résultat fondamental dont la démonstration est laissée
en exercice :

Proposition 5.19. Somme de v.a.r. de Bernoulli indépendantes
Si (X1, X, -+, X,,) est une suite indépendante de v.a.r. de Bernoulli de méme parameétre
p €]0,1[, alors la v.a.r. S, := X; + --- 4+ X,, suit la loi binomiale B(n,p).

Dans certains cas on peut directement calculer la loi de la v.a.r. "somme". En voici deux
exemples énoncés sous forme de propositions.

Proposition 5.20. Loi de la somme de v.a.r. binomiales, de v.a.r. de Poissson

1. Si (X,Y) est un couple indépendant de v.a.r. de lois binomiales respectives B(n,p)
et B(m,p) de méme paramétre p €|0, 1], alors la v.a.r. X +Y suit la loi binomiale
B(n+m,p).

2. Si (X,Y) est un couple indépendant de v.a.r. de lois de Poisson respectives P(«) et

P(f3), ou les réels o et (3 sont strictement positifs, alors la v.a.r. X +Y suit la loi
de Poisson P(a+ [3).

La démonstration de cette proposition est proposée en exercice.
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Voici quelques résultats plus généraux sur les sommes de v.a.r. indépendantes. Plus que
de retenir des formules, Il faut surtout étre capable de refaire directement les calcul dans
chaque cas particulier.

Dans la proposition suivante la notation * désigne le produit de convolution de deux
fonctions f et g positives boréliennes de R dans R défini comme 'application

frxg i xe€Rw— fxg(x /fx—u d\(u) € [0, +o0].

Proposition 5.21. Densité de la somme de v.a.r. indépendantes
Soit (X,Y') un couple indépendant de v.a.r. admettant pour densités respectives px et py,
alors la v.a.r. X +Y, admet pour densité I’application pxiy := px * py.

Démonstration : Soit h une application positive borélienne définie sur R. Par les théorémes
de transfert, de Tonelli et I'indépendance de (X,Y), il vient

B+ V)] = [ b+ y)dPc(on) = [ bla+ )Py o Py

R2

([ 1o+ n)pxta >) 0Py (y)

L/
- [
= /R hz +y)px (z)py (y)dA @ Az, y)

N /R h(z +y)px(x)py (y)dA® (2, y)

Effectuons le changement de variables, (u,v) := (z 4+ y,x). Le jacobien de I’application
inverse en (u,v) est J(u,v) = —1 d’ou, par application du théoréme de changement de
variable a la derniére intégrale précédente,

Eh(X+Y)] = /R2 h(u)px (V) py (u — v)dA® (u, v)

= [ ([ pxtoriu - vaxw) ) axw
= [ M i),

ce qui prouve que px.y est bien la densité de X +Y. O

(/
(/ e+ ox@ixe) ) v (s)ire)

Exemple 29.
Soit (X,Y) un couple indépendant de v.a.r. . On suppose que la v.a.r. X suit la loi
uniforme U([0,1]) définie par la densité px = L et Y suit la loi exponentielle de

parameétre 1 de densité py définie sur R par py (t) := L +oo(t)e". La densité de la v.a.r.
X +Y est définie sur R par

+00
ey (t) = / L1y (F — 2)lg g e()e*da

o0

Ce qui apres le calcul de lintégrale donne

pxay(t) = (1 =€) Ljpy(t) + e (e — )iyt 40((t).0
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5.4 Exercices

| Exercice 48] Solution p. 97

1. Déduire du résultat de 'exemple 24 les deux relations

/+OO =y — L /7 et — /W 2%y =1
e r = —\/T el —— e xr = 1.
0 2 V2T J oo

2. En remarquant que z? + 2zy + 2y* = (z+v)? +2,, déduire de la question précédente
que

/ e—(a:2+2xy+2y2)d)\(2) (ZL‘, y) —
R2

\Exercice 49\ Solution p. 98

Démontrer la premiére partie de la proposition 5.4.

| Exercice 50| Solution p. 98

Citer un exemple de v.a.r. X et Y distinctes et de méme loi.

| Exercice 51| Solution p. 98

Démontrer la proposition 5.5 pour d = 3 en adaptant la démarche développée dans
I’exemple 25 dans lequel on avait d = 2.

| Exercice 52| Solution p. 99

Soit X une v.a.r. de loi N(0,1). On pose A := {(x,y) € R* y = x}, Prouver que
P(x,x)(A) = 1. En supposant que le vecteur aléatoire (X, X), admette une densité sur R?,
prouver que, sous cette hypothese, Pix x)(A) = 0.

En déduire que le vecteur aléatoire (X, X) de dimension 2 n’admet pas de densité sur R?
et que la réciproque de la proposition 5.5 est fausse.

| Exercice 53| Solution p. 99

Soit (U, V') un couple indépendant de v.a.r. dont la loi de chaque composante est la loi uni-
forme ¢([0, 1]) de densité 1L ;. On définit les variables aléatoires X := /—2In U cos(2rV)
et Y :=+v—-2InUsin(27V).

1. Montrer que le vecteur aléatoire (X,Y) de dimension 2 admet pour densité

z2+y2 . . . .
%e‘ z . On dit qu’il suit une loi normale

I’application définie sur R? par p(z,y) =
de dimension 2.
2. Montrer que les v.a.r. X et Y ont toutes les deux pour loi N1(0, 1).

3. Déduire des questions précédentes que le couple de v.a.r. (X,Y) est indépendant.
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| Exercice 54] Solution p. 100

Soient X une v.a.r. de loi Ni(0,1) et £ une v.a.r. indépendante de X de loi 3(d_1 + 61).
Montrer que la v.a.r. Y :=eX est de loi N1(0,1). Prouver que les v.a.r. X, Y vérifient la
relation E(XY) = E(X)E(Y) mais que le couple (X,Y) n’est pas indépendant (pour cela
on calculera E(X?Y?) et on utilisera la proposition 5.10).

| Exercice 55| Solution p. 101

Soit (X,Y) un couple indépendant de v.a.r. de méme loi Ni(m,o?), montrer que
E[(X +Y)? = 4m? + 202

| Exercice 56 | Solution p. 101

Trouver, parmi les exercices ou exemples déja proposés, un contre-exemple prouvant que
la réciproque de la proposition 5.16 est fausse.

| Exercice 57| Solution p. 101

Construire un contre-exemple a la proposition 5.17 en considérant les deux v.a.r. X et
Y := X ou X est une v.a.r. de Cauchy de paramétre 1 i.e. de densité p définie sur R

par p(z) = m dont la fonction caractéristique ® est définie sur R par ®(t) := eIl

Pour montrer que (X,Y) est non indépendant, on considérera le borélien A := [—%, —%} et
on calculera P(x yy(AxA®) qu’on comparera au produit Py (A)Py (A°).

| Exercice 58| Solution p. 101

Démontrer la proposition 5.19.

| Exercice 59| Solution p. 101

Soit (X1, -+, X,) une suite indépendante de n v.a.r. de méme densité p définie sur R
par p(z) := ae "l 1oof(x) ot @ > 0. Pour tout w € €2, on range les nombres réels
Xi(w), -+, X, (w) dans l'ordre décroissant et on note X (w) le k™™ de ces nombres ainsi
rangés o k=1, --- ,n.

1. Vérifier que X1y = max(Xy,---,X,) et calculer sa fonction de répartition.

2. Que représente la v.a.r. X(,) ? Calculer sa fonction de répartition.

3. Soit ¢ > 0. Pour tout k =1,--- ,n, on pose Yy := My 4oof(Xi).

(a) Prouver que la loi de la v.a.r. Y est

Py,

k

= €_at51 + (1 — e_at)(S().

Quelle est la loi de la v.ar. Y1+ Yo+ -4+ Y, 7
(b) Comparer les événements {X ) <t} et {Y1 +Yo+---+Y, <k -1}

4. Déterminer, pour tout £ =1,--- ,n, la fonction de répartition de la v.a.r. X).
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Exercice 60| Solution p. 102

Démontrer la proposition 5.20 en utilisant les fonctions caractéristiques.

| Exercice 61| Solution p. 102

Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes. On suppose que la v.a.r. X est binomiale de
parameétres n, % et que la v.a.r. Y est binomiale de paramétres m, % On admet la relation

Zzzo CﬁCn’?"“ = O}

n+m-*

Calculer la probabilité que X =Y.

| Exercice 62| Solution p. 103

Soit (Xj)ken une suite indépendante de v.a.r. de Bernoulli toutes de méme paramétre
0 < p < 1. Soit un entier r > 1, on définit deux nouvelles v.a.r. , en posant pour tout
w € €,

7 (w) == inf{n € N/ Xj(w) + Xo(w) + ... + Xp,(w) =7}

et
0, (w) :=inf{n € N/ Xj(w) + Xo(w) + ... + Xs1r(w) =1}

avec la convention inf @) := 4o0.
1. Montrer, pour tout x €]0, 1], la relation

+o00 1
Crflxkqu»l — )
2 Ty

2. Montrer que la v.a.r. 7, est une v.a.r. discréte de loi (dite de Pascal de paramétres
r et p)

—+00
P(r,p) = Cioip"(1—p)* b
k=r

Veérifier que P(7, = +00) = 0.
3. Montrer que la v.a.r. 6, est une v.a.r. discréte de loi (dite binomiale-négative de

parameétres r et p)
+oo

I(r,p) =Y Cigy (1= p)*o.
k=0
Vérifier que P(, = +00) = 0.
4. Donner une interprétation des v.a.r. 7, et €, en terme de jeu de Pile-ou-Face.

5. Montrer qu’un des deux modéles précédents permet de formaliser le probleme dit
des boites d’allumettes de Stephan Banach :
Un fumeur a dans chacune de ses deux poches une boite contenant au départ N
allumettes. Chaque fois qu’il désire fumer une cigarette, il choisit une poche au
hasard. Quelle est la probabilité que, le fumeur se rendant compte pour la premiére
fois qu'une boite est vide, I'autre boite contienne k allumettes ot k est un entier
naturel inférieur ou égal a N 7
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Chapitre 6

Convergences et théorémes
limites

Dans ce chapitre, toutes les v.a.r. considérées sont supposées définies sur un méme espace
de probabilité (2, F,P).

6.1 Convergence en probabilité d’une suite de v.a.r. ,
loi faible des grands nombres

Commencons par démontrer deux inégalités souvent utilisées en probabilité :

Proposition 6.1. Inégalité de Markov
Soient X une v.a.r. et ¢ une application borélienne de R dans [0, 00|, alors pour tout

a >0,
Elp(X)]

Plp(X) = a] <

Démonstration : Posons A := {¢(X) > a}. Puisque ¢ est positive, on peut écrire :
Elp(X)] = Elp(X)1a] + Elp(X)Lac] = Elp(X)14] > aE(1L4) = aP(A). O

Proposition 6.2. Inégalité de Bienaymé-Tchébycheff
Soit X une v.a.r. telle que E(X?) < +o0. Alors pour tout a > 0,

P(IX — E(X)| > a] < — Var(X).

(07

Démonstration : On applique I'inégalité de Markov avec ¢(t) := [t — E(X)]? et a := o?. O
Trés utile en théorie, l'inégalité de Bienaymé-Tchébycheff peut étre parfois trop grossiére
pour apporter des informations utiles dans la pratique. Dans ce cas on établit d’autres
majorations plus appropriées a la situation étudiée. Etudions un exemple d’application de
cette inégalité.
Exemple 30.

63
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1. 8i X est une v.a.r. de loi binomiale B(10,3) alors E(X) =5 et Var(X) = 2. Un
calcul direct donne l’estimation

1\ 10
P(IX = 5] = 4) = (Ch + Cho + Clo + Cig) (5) ~ 0,021,
alors que l'inégalité de Bienaymé-Tchébycheff donne la majoration
2,5
P(X —-5>4) < = ~ 0, 156.

2. 8i X est une v.a.r. de carré intégrable de variance o, linégalité de Bienaymé-
Tchébycheff devient P (| X —m| > o) < 1, alors que dans le cas d’une v.a.r. gaussi-
enne de loi N'v(m,c?)

400 1 l’2
P(|X—m|>0) = 2 exp | —=— | dx
(X -miza) =2 [ e (-5)

+o0 1 t2
= 2 exp | —— | dt = 0, 3174,
1 V2w P ( 2 )

et par suite P(m — o < X <m+ o) ~ 0,6826. O

Définition 6.1. Suite de v.a.r. identiquement-distribuée

Une suite (X, )nen de v.a.r. est dite identiquement-distribuée si toutes les v.a.r. de la suite
ont la méme loi. Une suite i.i.d. de v.a.r. est une suite indépendante et identiquement
distribuée de v.a.r. .

Définition 6.2. Moyenne empirique
Si (X,)nen est une suite de v.a.r. on note X ,,, pour tout entier n > 1, la moyenne empirique
(d’ordre n) associée a la suite (X,,)nen, définie par

_X1+...+Xn
= - .

X,

La démonstration de la proposition suivante est immédiate et laissée en exercice.

Proposition 6.3. Moyenne et variance de la moyenne empirique
Si (X,)nen est une suite indépendante et identiquement distribuée de v.a.r. de carré
intégrable, de moyenne m et de variance o2, alors

02

E (Xn) =m et Var (Yn) =

Une application de I'inégalité de Bienaymé-Tchébycheff dont le résultat est historiquement
célébre est :

Proposition 6.4. Théoréme de Bernoulli

Soit (X, )nen une suite indépendante et identiquement distribuée de v.a.r. de Bernoulli de
paramétre p €|0, 1] i.e. de loi B(1,p). Alors, pour tout réel a > 0 et tout entier n > 1,

P(‘X1+---+Xn_p’2a) P

n = 4a?n’
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Démonstration : On applique I'inégalité de Bienaymé-Tchébycheff a la v.a.r. X, et on
utilise la proposition précédente pour obtenir la majoration

P(‘X1+...+Xn ZG)gVar(é(O)

n na

Comme les v.a.r. sont de Bernoulli E(X() = m = p et Var(X,) = p(1 — p). On conclut en
vérifiant que, pour tout p €]0,1[, p(1 —p) < i. O

Exemple 31. Dans son "Essai d’arithmétique morale” paru en 1777, Buffon relate
l’expérience qui consiste a lancer 4040 fois une piece de monnaie. Dans la réalisation
wo de cette expérience Buffon obtient 2049 fois "Pile”. Si on note Xy [application qui
a chaque expérience associe le nombre 1 si la piece tombe sur Pile lors du k™ lancer et 0
sinon, la v.a.r. Xy est une v.a.r. de Bernoulli de parametre p inconnu. On modélise cette
situation en représentant les lancers successifs indépendants par une suite i.i.d. de v.a.r.
de Bernoulli. On est donc dans les conditions du théoreme de Bernoulli. Avec les notations
introduites précédemment, pour [’observation wy de Buffon, on peut écrire

— 2049
X4040((A)0) = M ~ O, 507.

~ 0,05. Par exemple prenons a = 0,0352. D’aprés le théoreme

o 1
Choisissons a tel que 1a2-4010

de Bernoulli,
P(weQ/ |Xiw(w) —p| >0,0352) <0,05.

La probabilité que la réalisation wy de cette expérience satisfasse ’événement
{we Q /| X0a0(w) —p| >0,0352}

est inférieure a 0,05. Autrement dit, la probabilité que le paramétre p vérifie la condition
| X 4040(wo) — p| > 0,0352, c-a-d approzimativement 0,507 — p| > 0,0352, est inférieure a
0,05. Par suite, on peut affirmer, avec une probabilité supérieure a 0,95, que l’encadrement
de p obtenu lors de l'observation wy, i.e. 0,4718 < p < 0,5422, est correct.

L’intervalle [0,4718;0,5422] est dit intervalle de confiance pour p de niveau de
confiance 0,95. O

La technique de détermination des intervalles de confiance pour des paramétres a estimer
releve du domaine de la statistique inférentielle et sera développée dans l'unité de
Statistique du semestre suivant.

Définition 6.3. Convergence en probabilité
On dit qu’une suite de v.a.r. (X,)nen converge en probabilité vers une v.a.r. Y si, pour
tout réel a > 0,

lim P(|X,—-Y]|>a)=0.

n—-+00

Proposition 6.5. Loi faible des grands nombres

Si (X,)nen est une suite indépendante et identiquement distribuée de v.a.r. de carré
intégrable et d’espérance m, alors la suite des moyennes empiriques converge en probabilité
vers la v.a.r. constante m.

Démonstration : On applique 'inégalité de Bienaymé-Tchébycheff comme dans la démon-
stration du théoréme de Bernoulli pour obtenir

P(X1+...+Xn_m’2a> SM-

2

n na
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Ce qui donne le résultat par passage a la limite. O

_n_

Exemple 32.
Si, pour tout entier n > 1, X,, est une v.a.r. de loi %H(Sn + e 01, alors la suite (X,)nen

converge en probabilité vers la v.a.r. constante 0. En effet, soit a > 0 et n un entier tel
que n > a > % Comme la v.a.r. X, est discréte portée par l’ensemble {n, %},

P(|X,| > a) = P(X, = n) =

Ce qui prouve le résultat en faisant tendre n vers +oo. O

La limite d’une suite de v.a.r. convergeant en probabilité est "presque-stirement" unique
comme ’énonce de fagon précise le résultat suivant :

Proposition 6.6. Unicité de la limite en probabilité
Si (X,)nen est une suite de v.a.r. convergeant en probabilité vers les v.a.r. X et Y, alors
les v.a.r. X et Y sont égales presque-sirement i.e. P(X #Y) = 0.

Démonstration : Avec les notations du théoréme on peut écrire,
X = Y] <X = X[+ X, — Y.

Soit a > 0 un réel, on vérifie I'inclusion entre événements

a a

(X =Y|>a} C{|X - X,| > §}U{|Xn—y| > 5}

Par suite, pour tout a > 0,

a a

P(X - Y| > a) gIP’(|X—Xn| > 5) +]P><|Xn—Y| > 5)

et en passant a la limite dans le second membre de 'inégalité précédente, on trouve par
définition de la convergence en probabilité, P(|X — Y| > a) = 0. Or

v =x-viso=U{ix-viz 1},

n>1

P(X#Y)gZIP(]X—Y]E%):O.

n>1

La proposition suivante permet d’effectuer des calculs sur les limites en probabilité.

Proposition 6.7. Calculs sur les limites en probabilité (admis)

1) Soient f une application continue de R? dans R, (X, )nen et (Y )nen deux suites de
v.a.r. convergeant en probabilité respectivement vers les v.a.r. X et Y, alors la suite de
v.a.r. (f(Xn,Yn)),en converge en probabilité vers la v.a.r. f(X,Y).

2) Si (X,)nen et (Yn)nen sont deux suites de v.a.r. convergeant en probabilité respective-
ment vers les v.a.r. X et'Y, alors les suites de v.a.r. (X, + Y, )nen €t (X, Y, )nen convergent
en probabilité respectivement vers les v.a.r. X +Y et XY.
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6.2 Convergence presque-siire d’une suite de v.a.r. , loi
forte des grands nombres

On va énoncer la loi forte sous sa forme classique en introduisant un autre mode de
convergence pour les suites de v.a.r. .
Auparavant remarquons que :

Définition 6.4. Convergence presque-sire

Si (X,)nen est une suite de v.a.r. et Y une v.a.r. , alors I'ensemble Ay des w € € tels
que la suite réelle (X, (w))nen ne converge pas vers Y (w) est un événement de 'espace de
probabilité (2, F,P) i.e. Ay € F.

On dira que la suite v.a.r. (X,),en converge presque-sirement vers Y si P(Ay) = 0.

Il faut vérifier que Ay € F. On remarque au préalable que

Ay:UﬁoU{\Xl—Y|>%}.

n=1k=0 l=k

En effet en prenant la contraposée de la définition de la convergence de la suite réelle
(Xn(w))nen vers Y(w), w € Ay si, et seulement si, il existe un entier n > 1 tel que, pour
tout entier naturel &, il existe un entier I > k avec |X;(w) — Y (w)| > <. On conclut alors
en utilisant la mesurabilité des v.a.r. X; et Y ainsi que la stabilité des tribus pour les
opérations de réunion et d’intersection dénombrables.

Exemple 33.

Soient ) == R, F := B(R) et P la probabilité¢ sur R de densité 1. Pour tout entier
n > 1, considérons la v.a.r. X, ;= 7+ nﬂ[&%]‘ Alors la suite (X,)nen converge presque-
strement vers la v.a.r. constante Y := w. En effet, on vérifie aisément que Ay = {0} car
lim, X,,(0) = 400 et, pour tout w € Q\ {0}, lim,, X,,(w) = 7. De plus P({0}) =0, d’ou le
résultat.

La proposition suivante, difficile & démontrer, a une grande importance de par sa signifi-
cation probabiliste. C’est en partie grace a ce théoréme que le formalisme des probabilités
trouve sa cohérence.

Proposition 6.8. Loi forte des grands nombres
Si (X, )nen est une suite indépendante et identiquement distribuée de v.a.r. intégrables et

d’espérance m, alors la suite des moyennes empiriques (X, )nen converge presque-sirement
vers la v.a.r. constante m.

On peut aussi dire que 'ensemble des w € () tels que la suite des moyennes empiriques
(X, (w))nen ne converge pas vers m est un événement de probabilité nulle.

Donnons une interprétation intuitive de la loi forte des grands nombres. Considérons un
événement A de probabilité inconnue p relatif & une situation aléatoire. Répétons un grand
nombre de fois I’expérience relative a cette situation aléatoire et notons X ’application
qui & chaque essai associe le nombre 1 si 'événement A est réalisé lors de la k'*™¢ expérience
et 0 sinon. La v.a.r. X, est une v.a.r. de Bernoulli de paramétre p inconnu. On modélise
cette situation en considérant les essais successifs indépendants par une suite i.i.d. de v.a.r.
de Bernoulli. On est donc dans les conditions d’application de la loi forte de Kolmogorov.
Cette loi signifie que presque-siirement, pour n assez grand, la moyenne empirique des



Chapitre 6. Convergences et théorémes limites

v.a.r. Xy, c-a-d la fréquence de réalisation de I’événement A, est une bonne approximation
de la probabilité de A.

Donnons quelques propriétés de cette convergence. La limite d'une suite de v.a.r. con-
vergeant presque-stirement est "unique" dans le sens suivant :

Proposition 6.9. Unicité de la limite presque-stire

Si (Xn)nen est une suite de v.a.r. convergeant presque-sirement vers les v.a.r. X et Y,
alors les v.a.r. X et'Y sont égales presque-siirement i.e. P(X #Y) = 0.

Démonstration : Avec les notations introduites ci-dessus on peut écrire
{X#Y} CAxUAy,
et par suite P(X #Y) <P(Ax) +P(Ay) =0. O
La proposition suivante permet d’effectuer des calculs sur les limites presque-stires.

Proposition 6.10. Calculs sur les limites presque-siires

1) Soit f une application continue de R* dans R, (X,,)nen et (Y )nen deux suites de v.a.r.
convergeant presque-siirement respectivement vers les v.a.r. X et Y, alors la suite de v.a.r.
(f(Xn,Yn)),en converge presque-sirement vers la v.a.r. f(X,Y).

2) Si (Xp)nen et (Yn)nen sont deux suites de v.a.r. convergeant presque-siirement respec-
tivement vers les v.a.r. X et Y, alors les suites de v.a.r. (X, + Y,)nen et (X, Y5 )nen
convergent presque-sirement respectivement vers les v.a.r. X +Y et XY.

La convergence presque-stire est plus forte que la convergence en probabilité comme le
précise la proposition :
Proposition 6.11. Convergence presque-siire et en probabilité

Si (X, )nen est une suite de v.a.r. convergeant presque-sirement vers la v.a.r. Y, alors la
suite (X, )nen converge en probabilité vers la v.a.r. Y. La réciproque est fausse.

Démonstration : En partant de la définition de la convergence des suites, on vérifie d’abord
que, pour tout réel a > 0,

ﬂ U {|Xn_Y|ZCL}gAY
meNn>m

On observe de plus que P(Ay) = 0 et que, par le théoréme de convergence monotone de
Beppo-Lévi,

P(ﬂlJHXw442®>=m@kP<U{Mh—Hzag'

meNn>m n>m

Comme, pour tout entier m,

P(U{m—w m}) > P ({|X, ~ Y| > a}).

n>m
on obtient
> P X, —-Y|> > i PH|X,=-Y]|> > 0.
0> (ﬂqnﬂ g |_a}>_mg£m ({1 Xn = V|2 a}) 20

Ce qui entraine que lim,, oo P(| X, — Y] > a) = 0 c-a-d que la suite de v.a.r. (X,)nen
converge en probabilité vers la v.a.r. Y. O
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Remarque. Tenant compte de ce que les v.a.r. de carré intégrable sont des v.a.r. inté-
grables, la loi faible des grands nombres apparait ainsi comme une conséquence immédiate
de la loi forte.

6.3 Convergence en loi d’une suite de v.a.r.

L’importance du dernier théoréeme de convergence qui va étre énoncé dans le prochain
paragraphe nécessite l'introduction d’une notion de convergence dans l’ensemble des
probabilités sur R. Auparavant disons qu'un réel x est point de continuité, resp. point
de discontinuité, d’une application f de R dans R si I’application f est continue en x, resp.
discontinue en z. On notera Cy(RY) I'espace des fonctions continues bornées de R¢ dans R
muni de la norme infinie définie par ||¢||c = sup,era [©(2)].

Définition 6.5. Convergence étroite, convergence en loi

1. Soient (py,)nen une suite de probabilités sur R? ety une probabilité sur RY. On dit
que la suite de probabilités (pu,)nen converge (étroitement) vers la probabilité p
(on note j, —— ) si, pour

Vo € Gy(RY) / edpt, —— / pdp .

2. Si (X,)nen est une suite de v.a.r. et X une v.a.r., on dit parfois par abus que la suite

(X,)nen converge en loi vers la v.a.r. X pour exprimer que la suite (Px, ),en des

. , . . en loi
lois des v.a.r. X, converge étroitement vers la loi Px de la v.a.r. X. On a X,

n—oo

équivaut a E(o(X,,)) —— E(p(x)) pour toute fonction ¢ € Cy(R?).

On remarquera que les variables aléatoires X,, ne sont pas forcément définies sur le méme
espace probabilisé. On prendra garde que cette derniére terminologie est trés dangereuse
car une suite de v.a.r. (X, ),eny peut converger en loi vers des v.a.r. différentes. Tout ce
qu’on peut affirmer a priori c¢’est que toutes ces v.a.r. auront alors la méme loi comme
conséquence du théoréme qui suit :

Proposition 6.12. Unicité de la limite pour la convergence étroite
Si une suite de probabilités sur R, (i1, )nen, converge vers deux probabilités sur R, u et
v, alors p = v.

Démonstration : Notons C(F),), resp. C(F),), 'ensemble des points de continuité de la
fonction de répartition de u, resp. v. On rappelle qu'on a vu dans le premier chapitre
que la fonction de répartition de p n’est pas continue en un point x si, et seulement si,
pu({z}) > 0. On en déduit donc que 'ensemble des discontinuités de F), est égal a

“+oo

Ufoer/uth >}

k=1

Mais, pour tout entier k& > 1, {x € R/u({z}) > ;} contient au plus k éléments. Par
suite I’ensemble des discontinuités de la fonction de répartition d’'une probabilité est un
ensemble dénombrable. L’ensemble des points de continuité communs a F, et F), i.e.
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C(F,) N C(F,), est dense dans R comme complémentaire d'un ensemble dénombrable.
Pour tout « € C(F,) NC(F,), F,(z) =lim, F,, (x) = F,(x) car la suite (f,)nen, converge
a la fois vers les deux probabilités p et v. F, et F, étant continues a droite sur R, on en
conclut que F, = I, et par suite p = v. O

Proposition 6.13. Critére des fonctions de répartition pour la convergence en
loi (admis)
Soit (X, )nen une suite de v.a.r. et X une v.a.r. .

1. Si X, 2% X alors Fx, (x) —— Fx(z) en tout point de continuité de la fonction
n—oo

n—oo

de répartition Fx de la v.a.r. X.
2. Réciproquement, si
— Fx, (x) —— F(x) en tout point de continuité de la fonction F
n—oo

— la fonction F' est continue & droite
—lim, ., F(x)=0
—lim, ., F(x)=1
en loi

alors F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X et X,, —— X.

n—oo

Dans le cas ou la suite de probabilités est composée de probabilités discrétes portées par
N, on utilise le critére de convergence suivant :

Proposition 6.14. Critére de convergence pour des probabilités discrétes
Soient, pour tout n € N, u, et u des probabilités discrétes portées par N. Alors la suite
(fn )nen converge vers p si, et seulement si, pour tout k € N, la suite (fu,({k}))nen converge

vers pu({k}).

Démonstration : Montrons la condition nécessaire. Comme g est une probabilité discréte
portée par N, sa fonction de répartition est définie sur R par

Fy(@) =) n({k}) L vocf (2)-

On a une écriture analogue pour les fonctions de répartition des probabilités ,,. L’ensemble
des points de discontinuité de F}, est inclus dans N. Par suite, pour tout entier %, £ + % et
k — 5 sont des points de continuité de F, et F),,. Comme pu({k}) = F,(k+3) — Fu(k—1),
il vient en utilisant le fait que, pour tout point de continuité x de F),, F,(x) = lim,, F,, (z),

p({k}) = lmF, (k+ %> i, (k B %>

~ lim {Fm <’f+%) L (k_%ﬂ

= limp, ({k}).

La condition suffisante est immédiate d’aprés 1’écriture des fonctions de répartition de p
et pn. O

Donnons comme exemple d’application aux lois classiques du critére des probabilités
discrétes le résultat suivant :
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Proposition 6.15. Loi binomiale B(n;p) et loi de Poisson
Soit v €]0, +00[. Si (pn)nen est une suite de réels de |0, 1] telle que lim,,(np,) = «, alors la
suite de probabilités ( B(n, p,))nen+ converge vers P(«).

Démonstration : Fixons k € N, par définition de la probabilité binomiale

e nn—1)..(n—k+1 o
Bn.p)([k) = Clph(1 — p, )=t = MO Dl 2R Dy e
Au voisinage de +oo, n* est un équivalent de n(n—1)...(n—k+1) et B(n,p,)({k}) admet

pour équivalent

(npn)k n—k
S
De plus, toujours au voisinage de 400,
n—k n—=~k
In(1 = pa)"™" = (0 = k) In(1 = pu) ~ (n = k)(=pn) ~ ——(~a) ~ —q,
par suite lim,, (1 — p,)" % = e~®. Par passage a la limite on obtient donc
. (npn)k —k ak
lim ~2n) ( _pyrk = & e
() k!

et par équivalence

O_/k

i Bln,p)({KD) = Sre = Pla)({k)),
pour tout entier k, ce qui donne le résultat cherché. O

Dans les calculs pratiques ce résultat est utilisé de la fagon suivante : sin > 30, p < 0,1
np < 10, on assimile une variable binomiale de loi B(n,p) & une variable de Poisson de
parameétre np.

Dans les autres cas, par exemple celui des probabilités a densité, on préfére utiliser le
critére général de convergence suivant :

Proposition 6.16. Critére des fonctions caractéristiques pour la convergence en
loi (admis)

Soient (i, )nen une suite de probabilités sur R? et p une probabilité sur R?. La suite (ji, )nen
converge vers [t si, et seulement si, la suite des fonctions caractéristiques (®,,, )nen converge
simplement sur R? vers la fonction caractéristique ®,,.

Exemple 34.

Si (an)nen €t (0n)nen Sont deuz suites réelles convergeant respectivement vers les réels a et
o, alors la suite de probabilités (N1(an, 02))nen converge vers la probabilité Ny(a,c?). O
Pour compléter I’étude des liens entre les diverses convergences, signalons le résultat suivant
qui prouve que la convergence en probabilité, et a fortiori la convergence presque-stire, d’une
suite de v.a.r. implique la convergence de la suite des lois de ces v.a.r. :

Proposition 6.17. Convergence en probabilité et convergence en loi (admis)

o Si (X,)nen est une suite de v.a.r. convergeant en probabilité vers la v.a.r. Y, alors la
suite des lois (Px, Jnen converge vers la loi Py de la v.a.r. Y.

o Si (X,)nen est une suite de v.a.r. sur un méme espace de probabilité (Q2, F,P) telle que
la suite des lois (P, )nen converge vers la probabilité de Dirac d, ot a est un réel, alors la
suite de v.a.r. (X,)nen converge en probabilité vers la v.a.r. constante a.
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La convergence des lois d'une suite de v.a.r. n’implique pas nécessairement la convergence
en probabilité de la suite de v.a.r. , cependant c’est vrai si la suite des lois converge vers
une probabilité de Dirac.

6.4 Théoréme-limite central (TLC) et applications

Pour introduire le TLC, commengons par une proposition élémentaire trés utilisée en
statistique inférentielle.

Proposition 6.18. Loi de X, dans le cas gaussien
Si (X,)nen est une suite indépendante et identiquement distribuée de v.a.r. gaussiennes

d’espérance m et de variance o® > 0, alors, pour tout entier n > 0, la v.a.r. 255 — iy

. . . . . 2 . .
est une variable aléatoire normale centrée de variance 2-. On peut aussi dire que la v.a.r.
S, = X1 +---+ X, est une variable aléatoire normale d’espérance nm et de variance no?.

Démonstration : Soit n € N* fixé. Comme (Xi,---,X,) est une suite indépendante de
v.a.r. gaussiennes, la somme X; + - -+ + X,, est une v.a.r. gaussienne de loi N(nm,nc?).
Par suite la v.a.r.

Xi+---+ X,

n

est de loi N4(0, %2) O

Si, dans les hypotheses de la proposition 6.18, on supprime la connaissance a priori de la
loi commune des v.a.r. , le résultat précédent devient seulement "asymptotiquement vrai"
au sens précisé dans 1’énoncé du théoréme suivant, lui aussi tres important en statistique
inférentielle :

Proposition 6.19. Théoréme-limite central
Si (X,)nen est une suite indépendante et identiquement distribuée de v.a.r. de carré
intégrable d’espérance m et de variance o* > 0, alors,

1 n
n Zk:l Xk — M en loi
o

—_— n—oo

v

N(0;1) .

On peut aussi écrire que pour tout x € R,

1 n X, — T .2
lim P(”Zkzl b m@g)_i e 5 dt.

n—+00 y \/% —00

/n

La loi forte des grands nombres affirme que presque-siirement, pour n assez grand, la
moyenne empirique X,, est proche de m. Le théoréme-limite central, quant & lui, donne
des renseignements pour n "assez grand" sur la loi approximative de l'erreur X, — m
commise en prenant X, comme estimation de m.

Démonstration : Cette démonstration est proposée dans un des exercices du devoir II1. O

Donnons un corollaire du théoréme-limite central historiquement important.
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Proposition 6.20. Théoréme de De Moivre-Laplace
Si p €]0, 1] et, pour tout entier n > 1, Z, est une v.a.r. de loi binomiale B(n,p), alors

pour tout réel x
L — 1 v 2
lim P|— <, :—/ e
nhoo np(1 —p) V2T J—oo

Démonstration : D’apres la proposition 5.20, la v.a.r.

Zn —np
np(1 —p)
a méme loi que la v.a.r.
X1+ + X, —np

Y, =
np(l —p)

ol (X,,)nen est une suite indépendante et identiquement distribuée de v.a.r. de Bernoulli de
loi B(p). De plus avec les notations habituelles, m = E(Xy) = p, 0% = Var(X,) = p(1 —p).
On applique alors le théoréme-limite central a la suite (X,),en. O

On notera qu’'une suite de probabilités discrétes peut converger vers une probabilité non-
discréte comme le prouve le théoréme de De Moivre-Laplace.

Le théoréme de De Moivre-Laplace exprime que dans la pratique, pour n assez grand,
une v.a.r. X binomiale de taille n peut étre approximée par une v.a.r. normale X’. Plus
précisément, si a et b sont des réels avec a < b, alors

P(a< X <b) = ( i X_"p E b—np )

\/np 1-— \/np 1—p) \/np(l - D)

D’ott pour un entier n assez grand,

b—np

1 Vnp(1— 2
IP’(a<X§b)%—/ et
\/np(lﬁp)

2T
u—np

c-a-d avec le changement de variable ¢ = /np(1=p)’

Pa< X <b)=~

(“_"p )du:P(a<X’§b)

\/27mp (1— / 2”]9

ot X’ est une v.a.r. normale d’espérance np et de variance np(1l — p).

En conclusion, on peut dire qu'asymptotiquement, i.e. pour n assez grand, la v.a.r. X
binomiale B(n,p), peut étre approximée par une variable aléatoire normale X’ d’espérance
np et de variance np(1—p). Dans la pratique il est d’usage de considérer cette approximation
satisfaisante si np > 5 et n(p — 1) > 5.

A ce stade de la lecture, vous pouvez commencer a réfléchir au devoir 111
(aprés avoir fait les exercices proposés ci-aprés).
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6.5 Exercices

| Exercice 63| Solution p. 105

Soit X une v.a.r. telle que E(X?) < 400 de variance 0% et de moyenne m.
1. Montrer que

oo

8
IED(m—30<X<m+30)Z§etIP’(m—20<X<m+20)2

2. Comparer les valeurs obtenues dans la question précédente avec celles données par
le calcul dans le cas ot X est une v.a.r. de loi Ny(m,c?).

| Exercice 64| Solution p. 105

1. On considére une v.a.r. X de carré intégrable, centrée et de variance o2. A 'aide
de l'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir exercice 40, page 41), montrer que, pour tout
a >0,

a<E[(@a—X))wq(X)] < VP(X < a)Vo? + a2

En déduire que
2

P(X >a) <

o2 +a?

2. Une usine fabrique chaque semaine un nombre aléatoire Y d’objets. On suppose
E[Y] = 100 et Var(Y) = 400. Trouver a 'aide de la question précédente un majorant
de la probabilité que la production hebdomadaire dépasse 120. Comparer ce résultat
avec celui obtenu par application de I'inégalité de Bienaymé-Tchébycheff.

| Exercice 65| Solution p. 106

On cherche & mesurer une grandeur physique en faisant N mesures indépendantes.
Toutes ces mesures sont entachées d’erreur et donnent donc des résultats aléatoires dont
I'espérance commune m est la "vraie" valeur de la grandeur & mesurer. Ces mesures sont
supposées identiquement distribuées. Sachant que la variance de chacune d’elles est 0,25,
on veut obtenir un résultat qui soit éloigné de moins de 0,05 de la "vraie" valeur m avec
une probabilité de 0,99. Quelle valeur choisir pour N 7

| Exercice 66 Solution p. 106

Montrer que si, pour tout entier n > 1, X,, est une v.a.r. de densité nlp 1 alors la suite
(Xn)nen converge en probabilité vers la v.a.r. constante 0.

| Exercice 67 Solution p. 106

Trouver, parmi les exercices ou exemples déja proposés dans ce cours, un contre-exemple
prouvant que si la suite de v.a.r. (X,),en converge en probabilité vers la v.a.xr. X, cela
n’entraine pas nécessairement que la suite des espérances (si elles existent) (E(X,))
converge vers le réel E(X) (s'il existe).

neN
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| Exercice 68] Solution p. 107

Démontrer la proposition 6.10.

| Exercice 69 | Solution p. 107

Soit (X, )nen une suite i.i.d. de v.a.r. de carré intégrable. On note, pour tout entier n > 2,

la variance empirique d’ordre n de la suite (X,,),en. Montrer que

n

s 1 2 M =2
S”_n—lkz:;X’C n—1<Xn)

et en déduire que la suite de v.a.r. (5%),en converge presque-siirement vers Var(Xp).

| Exercice 70| Solution p. 107

En considérant la suite de probabilités de Dirac au point n sur R, (6, ),en, montrer que la
limite, si elle existe, d’une suite de fonctions de répartition n’est pas nécessairement une
fonction de répartition et qu'on peut avoir la convergence simple de la suite (F),, )nen sans
que la suite (g, )nen converge.

| Exercice 71| Solution p. 108
Soit (X, )n>1 une suite indépendante de v.a.r. de méme loi de Poisson P(1). Pour n > 1,
on pose S, = Zj X}.. Préciser la loi de S,, et calculer la limite de la suite

k=n L

A
(~X5)

k=0 n>1

| Exercice 72| Solution p. 108

Un fabriquant produit des transistors dont 1 pour cent sont défectueux. Il les ensache par
paquets de 100 et les garantit & 98 pour cent. Quelle est la probabilité que cette garantie
tombe en défaut ?

| Exercice 73| Solution p. 108

Démontrer affirmation de ’exemple 34. Pour cela utiliser la fonction caractéristique de la
loi NVi(an,0?), faire tendre n vers I'infini et conclure en appliquant le critére des fonctions
caractéristiques pour la convergence des probabilités.

| Exercice 74| Solution p. 108
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Un cinéma comporte deux salles contenant chacune n places. N personnes se présentent a
I’entrée de ce cinéma. On admet que les choix des spectateurs sont indépendants les uns
des autres et qu'un spectateur quelconque a une chance sur deux d’aller dans la premieére
salle.
1. Quelle est la probabilité p que tous les spectateurs ne puissent pas voir le film qu’ils
ont choisi ?
2. Comment le constructeur aurait-il da choisir n si on sait que N = 1000 et si on veut
que p < 0,017



Chapitre 7
Solutions des exercices

On ne donne pas dans ce chapitre toutes les solutions détaillées des exercices. Cependant,
pour chaque exercice, au moins une indication est donnée. Quelques exercices font 'objet
d’une attention particuliére.

7.1 Solutions des exercices du chapitre 1

Enoncé p. 11

1. Sl existe x € {f € O}, alors f(z) appartient & @ ce qui est absurde. Donc
{fe0}=0.

2. Soit x € {f € A}, alors f(z) € A et comme A C B, f(z) € B et donc z € {f € B}.
On a donc montré que tout élément x de ensemble {f € A} est aussi dans {f € B}
ce qui signifie que {f € A} C {f € B}.

3. On va raisonner par équivalence'. On a

T € {f S UieIAi} == f(l’) € Uie[Ai = HZQ ; f(l‘) € Aio = 320 ;€ {f € Alo}
<z eUge{feA}.

D’ou I’égalité. De méme on écrit

re{feNicAi} & f(x) € Nictdi & Vi f(x) e Ay & Vi e {feA}
@ﬁeﬂiej{feAi}.

4. On procéde encore par équivalence :

re{feAfecrd¢{fcAle flr)dAs fla)e A axe{fecAY}.

Enoncé p. 11

1Si vous n’étes pas sir de vous lors de l’écriture d’une équivalence, vérifiez rapidement les deux
implications pour vous en persuader

7
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1. Dans les deux cas (a) et (b) on a lsnp = 1 4.lg. Par contre 1 4,p s'exprime
différemment suivant que A et B sont disjoints ou non. On peut vérifier cela en
étudiant toutes les valeurs prises par ces fonctions

’ H ﬂA(I) ‘ ﬂB(ZL’) ‘ ﬂA(.Z‘)IlB([E) ‘ ]1AUB(17> cas (a) ‘ IlAUB cas (b) ‘

ze(AUBF| 0 0 0 0 0
z € AN B 1 0 0 1 1
z€ANB 0 1 0 1 1
r€ANB 1 1 1 v 1

Ainsi dans le cas (a) : Laup =14+ 1p
et dans le cas (b) : Laup =4+ g — L 4.15p.

2. On a trivialement Tge = 1 — 14 et Tap = Lanpe = La.lge = Lu(1 — 1p). On
remarque que si B C A, 4.1l = 1l et dans ce cas Tap=14—1p.
Enfin Taupuc = Lauue = laup + ¢ — Lcllaup. On développe de méme
I'indicatrice de A U B et on obtient :

Lavpuc =la+1lp+le— (Mallg+ lplle+ Meclly) + (Lalple)

Enoncé p. 12

Cet exercice n’est pas difficile mais demande de la rigueur lors de sa rédaction. Il faut
démontrer les trois axiomes qui feront de A une tribu.

i) Tout d’abord £ € A car E = A;U---UA,, par définition d’une partition. Donc E s’écrit
bien comme U;esA; en choisissant [ = {1,...,n}.

ii) Soit B € A. Montrons que B¢ € A. On a :

et comme les Ay, ..., A, forment une partition de F on a B¢ = Ujc;A; ou J = {1,...,n}\I.
Donc B¢ € A.

iii) Soit maintenant (Bj)reny une suite d’éléments de A. Pour tout k£ € N, il existe un
sous-ensemble I, C {1,...,n} tel que By = U;ey, A;. Par suite

UkenBr = Ugen (Uier, 4i) = UjesA;

o J = UgenIy C {1,...,n}. Ainsi UgenBj est bien la réunion d'une sous-famille des
Ay, ..., A, et donc Upen By, € A.

Enoncé p. 12

1) On commence par considérer une famille quelconque (finie ou infinie) de tribu : (A;)er.
On considére B la famille des parties de £ communes a toutes les tribus A; pour i € I.
On dit que B est l'intersection des tribus A; et on écrit B = N;crA;. On va montrer que B
est elle-méme une tribu.

— E € A; pour tout i car les A; sont des tribus et donc E € B.

— Soit A € B. Alors A € A; pour tout i et donc A € A; pour tout 7. Donc pour tout
AeB, Ac e B.
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— Soit (Ag)ken une suite d’éléments de B. On aVn € N; Vi € I ; A, € A;. Donc comme
A; est une tribu, pour tout i € I, UgenAr € A;. Par suite Ugen Ay € B.

Ainsi B est une tribu sur F.
2) Prouvons par un contre-exemple que la réunion d’une famille de tribu sur E n’est pas
nécessairement une tribu sur E. En effet prenons £ =R, A = {1} et B = {2} deux parties
de E. On vérifie facilement que la famille & quatre éléments A = {0),A,A° E'} est une
tribu sur E. Il en est de méme pour la famille B = {0, B, B¢ E}. Considérons la réunion
C=AUB.OnaC={0,AA°B,B°E}. Ce nest pas une tribu car on n’a pas AU B € C.

Enoncé p. 12

A et B mesurables relativement & la tribu A signifie juste que A € A et B € A. Comme
A est une tribu, B° € A et donc A\ B = AN B¢ est 'intersection de deux éléments de la
tribu A et donc c’est aussi un élément de A. Donc A\ B est mesurable par rapport a A.

Enoncé p. 12

On note F la famille des tribus contenant tous les intervalles de la forme |a,b] ou a et b
sont des réels tels que a < b. Notons B la tribu obtenue par intersection des tribus de F.
C’est un tribu d’apres le résultat de I'exercice 4 (voir page 12). On remarque que 'on a :

— B est une tribu

— B contient tous les intervalles de la forme |a, b] ot a et b sont des réels tels que a < b.
B appartient donc a la famille F définie plus haut.

— B est la plus petite, au sens de 'inclusion, des tribus de la famille F. Cela signifie
que si A est une tribu sur R appartenant a la famille F, alors B C A car B est
I'intersection des tribus de la famille F.

Des trois points ci-dessus, on déduit que B = B(R) est la tribu de Borel sur R.

Enoncé p. 12

Il faut montrer que si B est une tribu contenant les parties Ay, ..., A,, alors A C B. Soit
B une telle tribu. Par définition et propriétés des tribus, elle contient toutes les réunions
des sous-familles de A, ..., A, c’est-a-dire que pour tout sous-ensemble [ de {1,...,n},
User4; € B. Donc B contient tous les éléments de A et on a donc bien A C B.

Enoncé p. 12

1. Soit Aj, ..., A, une suite finie de parties de N deux a deux disjointes. Deux cas se
présentent :
— Premier cas : 0 € |J} A;. Alors u(lJ] A;) = +oo et Y7 u(A;) = 400 car il existe
un A;, contenant 0 et donc de mesure infinie. Donc p(|J] A;) = D7 u(A4;).
— Second cas : 0 ¢ [J} A;. Alors si | J; A; est fini, tous les A; sont finis et

ilJar= 3 5= ) =D uA),

1 kJEUi A; 1 keA;
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Si U7 A; est infini, alors il existe un A;, infini et on a u(J; 4;)) = +oo =
>1 (A;). L'application p est donc additive.
2. Cependant p n’est pas o-additive (et donc ce n’est pas une mesure). En effet,
considérons N*, p(N*) = +oo et N* = J*{k}. Comme la suite ({k})y- est formée
de parties deux a deux disjointes on a Y, p({k}) = > 55, 2 < +oo. Ainsi

p (U{k}) £ 3 (kD).

k>1 k>1

En conséquence, 'application p n’est pas o-additive bien qu’elle soit additive.

Enoncé p. 13

On vérifie aisément que R = J,.,]k, k + 1]. Les intervalles |k,k + 1] sont des boréliens
disjoints deux a deux. Par o—additivité de la mesure de Lebesgue A sur R, on obtient

A(R) = A (U]k,kJr 1]) = :f:ooA(]k,kH]) .

keZ k=—o00

Or pour tout k € Z, A(Jk.,k + 1]) = 1 (la longueur de lintervalle |k,k + 1]), d’ot
AMR) =57 1=14c0.

k=—o00

’Exercice 10‘ Enoncé p. 13

On peut remarquer tout d’abord que si A est un borélien alors 6,(A) = N4y (A). Vérifions
que 0, est une mesure sur R,B(R)).
— C’est bien une application positive de B(R) dans [0,00].
— On a 0,(0) = 0.
— Soit (A, )nen une suite de boréliens deux a deux disjoints. Deux cas se présentent.
Tout d’abord si a € U,enA, alors il existe un unique ny (les A, sont disjoints deux
a deux) tel que a € A,,, et donc d,(UpenA,) =1 et

> 6a(An) = 0a(Ao) + . + 8a(Ang—1) + 8alAng) + 307 11 0a(Ar),
=0 N \—v—/ N J

Vv
=0

=1

-~
=0

d’otr I'égalité dq(UnenAn) = D, cn 0a(An).
Si maintenant a ¢ U,enA,, alors Vn € N 5 a € A, et par suite 6,(UpenA,) = 0 et
> nen 9a(An) = 0 donc on a encore I'égalité.

Ainsi 0, est une mesure et comme 6,(R) = 1, c’est aussi une probabilité.

| Exercice 11| Enoncé p. 13

Avec les notations de la proposition 1.4 il suffit de prendre p = dy, pour tout k € N et
1. pour la probabilité binomiale,
— ap=CF*(1—p)"Fpour 0 < k< n
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— ar =0 pour k>n+ 1.
2. pour la probabilité de Poisson, oy, = e‘“% pour tout k£ € N.
3. pour la probabilité géométrique, ap = 0 et oy, = p(1 — p)*~! pour k > 1.
4. pour la probabilité uniforme-discréte,
— ak:%pour1<k<n
—ayp=0et ap =0pour k >n+ 1.
On vérifie aisément que ;- a; = 1 dans chacun de ces cas.
’Exercice 12‘ Enoncé p. 13

1) B(n;p)({i}) = ZZZOACﬁp’“(l — p)" k6, ({i}) ot 6,({i}) = 1 sii =k et 0 sinon. On a
donc B(n;p)({i}) = Cop'(1 —p)"™". A

De méme pour la loi de Poisson on trouve P(a)({i}) = e=*9.

2) On a par ladditivité des probabilités pour les ensembles deux a deux disjoints :

P(1/10)({1,3,5,7}) = P(1/10)({1}) + P(1/10)({3}) + P(1/10)({5}) + P(1/10)({7}).
On trouve donc

0,1 <071>1 (071)3 (071)5 (071)7
1l 3 T

=~ 0,0905 + 0,0002 4+ 0 4 0 ~ 0, 0907 .

P(1/10)({1,3,5,7}) = e~

De méme on trouve 5(7;0.3)({0,3,5}) ~ 0.3343.

Exercice 13‘ Enoncé p. 13

1. La fonction p = % est bien positive, continue sauf en deux points de R et

+o0 1
/ p(x)dx:(b—a)xb =1,

o —a
ainsi c’est une densité. Il en est de méme pour la deuxiéme fonction p(t) =

ae” g+ ().

2. La courbe représentative de x — w est

AF
A
o b—-a .
0 a
; |
— = =2
a 0 Z ¥

et celle de z — ae g+ (7)
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ANE

I

) .

0

3. Des calculs élémentaires donnent

U([0,1]) ([—00,4/3]) =1 et E2)([—o00,7])=1—€e".

’Exercice 14\ Enoncé p. 13

Pour chaque valeur de  on calcule z1(] —00,2]). On trouve les allures suivantes pour chaque
courbe.
1. La courbe représentative de Fj, (x) = L[4 1o0f() est

~

i I

|
|
. & = 2
0 by
2. On a
0 six<O0;
Fpy(r) =<9 1—p si0<o <1,
1 sil <.

et sa courbe représentative est

3. On a \
F%50+§N(0,1)(I) = { %

dont la courbe est la suivante :
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a1

| Exercice 15| Enoncé p. 13

L. On a &(a)(] —o0o,x]) = (1 — e ) jg 400[(x) €t
2. Pour la loi uniforme sur [a,b] on a
0 siz <a
U([a,b])(] —ooz]) =< 75 sia<z<b;
1 six > b.

Empiahe e u .Pn".

we U(Cab])

o

’Exercice 16‘ Enoncé p. 13

On doit trouver une fonction f de R dans R intégrable telle que F(z) = [*_ f(t)dt. Comme
F' est dérivable a dérivée continue sur R, il suffit de prendre f = F’ c’est-a-dire

+x : .
e six<0;
e six>=0.

o) ={

1
2
1
2

Ainsi F est la fonction de répartition d’une probabilité a densité f définie par f(z) = %e"“ﬂ.

| Exercice 17| Enoncé p. 14

Le fait que B,, C A, est évident. Pour montrer que les B,, sont disjoints deux a deux,
supposons que B, NB,, # @ pour n # m. On peut considérer que n < m. Soit x € B,NB,,.
Comme = € B,,, © ¢ AgUA; U...UA,, 1 donc x ¢ A, car n < m— 1. Donc x ¢ B, car
B, C A,. Ainsi z ¢ B, NB,, et il y a donc contradiction. Donc par I’absurde, B, NB,, = .
Comme B, C A,, U)X B, C U A,. Montrons l'inclusion inverse. Soit x € U2 (A, il
existe ng tel que x € A,, et pour tout k < ng, x ¢ Ay (cet indice ng peut étre 0), donc
x € B, et ainsi x € U2 B,,. On vient de montrer I'inclusion U (A, C U B, et on en
déduit donc I’égalité souhaitée.
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| Exercice 18] Enoncé p. 14
La f.r. de NV7(0;1) est Papplication ® de R dans [0,1] définie par

c’est donc une application continue sur R. Par suite d’aprés la proposition 1.8, 2.(c) on en
déduit que pour tout réel z, N1(0;1)({z}) = 0.

Supposons maintenant que Ni(0;1) = Y7 prda, OU (Pr)ken est une suite de réels
positifs telle que > 72 pr = 1 et (ou)ken est une suite de nombres réels. On a alors
Ni(0;1)({ow}) = pe = 0 pour tout £ € N ce qui contredit le fait que Y - pp = 1.
Donc N;(0;1) n’est pas une probabilité discréte.

| Exercice 19| Enoncé p. 14

1. Cela résulte de la continuité de la fonction de répartition z — [*_ p(t)dt et de la
proposition 1.8, 2.(c).

2. Ona p(labl) = p(la,b]) — u({b}) = (F(b) = F(a)) = (F(b) — F(b—)) = F(b—) — F(a).
De meme p(lab) = p(lad) + p{a}) = (F(b—) — F(a) + (F(a) — Fla—)) =
F(b—) — F(a—).

’Exercice 20‘ Enoncé p. 14

La fonction de répartition F' de U([0,1]) est continue sur R et est donnée par

0, siz<0;
Flz)=<¢ z, si0<z<1;
1, siz>1.

On a donc U([0,1])([1/6,4/3]) = F(4/3) — F(1/6—) = F(4/3) — F(1/6) =1 —1/6 = 5/6.
Comme Q = Uyep{¢} (union de singletons disjoints deux a deux), on a par continuité de
la for.,

U(o, => u(01))({g}) =0.

qeQ —0

La fonction de répartition de £(2) est continue et est donnée par

0, six <O0;
F(x)—{ 1—e 2 six>0.

Done £2)({r}) = 0 et £2)({r} U [9/2.7]) = £@)({x}) + £@)(9/2.7)) = 0+ F(7) —
F(9/2) = e — e

| Exercice 21| Enoncé p. 14

La représentation graphique de F' est



7.2. Solutions des exercices du chapitre 1

85

Rl

On peut écrire F' de la maniére (moins synthétique mais plus lisible) suivante :

0, six < —1;

Fz) = ‘”T“, s?—1<x<00u1<x<2;
%, si0<r<l;
1, six > 2.

La fonction F' présente des sauts ce qui est révélateur de la présence de Dirac dans
I’expression de la probabilité.

Par ailleurs, F' est bien une fonction de répartition car elle est croissante, continue a droite
et lim, o F(z) =0 et lim,,» F(x) = 1.

La mesure p sera la somme d’une mesure a densité et d’une variable discréte. A priori
on ne dispose pas de résultat dans le cours pour conjecturer ce fait mais en pratique (en
refaisant d’autres exercices de ce type) la méthode décrite ci-aprés permet de conclure. On
peut considérer que pour tout x € R, F(x) = Fi(x) + Fy(x) ou

0, six < —1;
z+1 i —1< 0:
> S <z <0;
Fi(z)=¢ 1, si0<z<1;
I sil<z<2;
%, sixz > 2.
et
0, siz<-—1;
Fy(z)=4q 1, si—-1<z<0;
%, sixz > 0.

On remarque que Fi est continue et Fy permet de prendre en compte les sauts. On peut
écrive Fy(x) = [*__ fi(t)dt on

1 .
_J 3 si—1<t<0oul<tg?2;
h(t) {0, sinon.

Ainsi Fy(x) = pi(] — oo,z]) ot py est la mesure de densité fi. Pour F» on écrit

1

1
Fy(r) = Zﬂ[fwoo[(f) + Zﬂ[0,+oo[($)

1 1
= ;02100 = 00.2]) + 700(] — 00,2])
= /@(] — OO,SE])

ol fig = }15_1—#}150. Finalement F' est la fonction de répartition de la probabilité p = p;+u2.
On remarquera que p; et gy ne sont pas elles-mémes des probabilités.
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7.2 Solutions des exercices du chapitre 2

’Exercice 22‘ Enoncé p. 22

Il suffit de vérifier que VB € B(R?), (f o) Y (B) € A. Or (fo ) Y(B) = ¢ (fYB)),
comme f est borélienne, f~1(B) € B(R*) et comme ¢ est A—mesurable, o1 (f~1(B)) € A
d’ou le résultat.

| Exercice 23| Enoncé p. 22

Soit F'x et Fy les f.r. de X et Y respectivement. Soit ¢ € R.
— Sit <0, comme Yw € Q, YV(w) = X > 0 on en déduit que Fy(t) = P(Y < t) =
P(@®) =0.
— Supposons maintenant que ¢ > 0. On rappelle que X étant une v.a.r. de loi N7(0;1),
Fy(z) = (1/v2r) [* e */2du. On a donc

Fr(t)=PY <t)=Pe* <t)=P(X <Int) = Fx(Int)

1 Int 2/2
= — e du
V2 /_oo

et en faisant le changement de variable u = Inz (en remarquant que —oo < u <
Int < 0 < x <t on obtient

. 1 t ef(lnx)2/2d
t) = xT.
v == [ —

Il reste a faire apparaitre une densité ce qui revient a écrire Fy (¢) sous forme d’une intégrale
entre —oo et ¢ :

ol on a posé

d’ou le résultat cherché.

| Exercice 24| Enoncé p. 22

On raisonne comme dans l'exercice 23, page 22. Tout d’abord, Fy (t) = 0 pour ¢ < 0 car
Y est une v.a.r. positive.
Soit t > 0. Comme F'x est continue sur R, on a

Fr(t) =P(Y <t) = P(—t < X <t) = Fx(t) — Fx(—t)

1 1
:§<2—€7t) —§€7t:1—67t .

Par suite Y est une variable aléatoire a densité p(t) = e "lljgoo[(t) c’est & dire que Y est
une v.a.r. de loi £(1) (voir le formulaire).
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| Exercice 25| Enoncé p. 22

On écrit les équivalences suivantes :

t 1 u—m)?
Y =0X +m suit une loi N'j(m;o?) & VteR;P(Y < ):/ e du
t— | z—m)?
@Vté]R;IP’(Xg m):/ e T du

o1 o2
eVreR;P(X < ):/ e zdv,

ou on a d’abord posé z = (t —m)/o puis fait le changement de variable v = (u — m)/o.

| Exercice 26] Enoncé p. 22

Pour n fixé quelconque :

Px({n}) = Zpkék {n}) =

car on rappelle que 0x({n}) =1 si k = n et 0 sinon.

7.3 Solutions des exercices du chapitre 3

| Exercice 27| Enoncé p. 30
1. D’apres la conclusion 1.(b) de la proposition 3.1, E,(f) = >, a;E, (1 4,). Or d’apres

i=1

1.(a) de cette méme proposition, E,(14,) = pu(4;) et donc E,(f) = >0, aip(La,).
2. D’aprés ce qui vient d’étre vu, E,(f) = 7p([0,1/3]) + ([6,10] + 3u({5}). Mais

p((0,1/3]) = ([0 1/3]) +f55([0 1/3]) + A00,1/3]) = 4/3 .

-1 =0 =1/3-0

De méme

1([6,10]) = 60([6,10]) + 85 ([6,10]) + A([6,10]) = 4 et

> A
n({5}) = 0o({5}) +os({5}) + M({5}) = 1.
‘:0__/ ?/ T

Par suite E,(f) = 7 + 7.

Exercice 28] Enoncé p. 30
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1. On introduit I'application I:: Mt — [0,00] définie pour f € M¥(E, A) par
I(f) =E,(f) +E,(f). On montre aisément que / vérifie les conditions 1.(a), 1(b) et
1.(c) de la proposition 3.1, c’est-a-dire :

(a) Pour tout A € A, I(11,) = (u+ v)(A).
(b) Pour tous f et g appartenant & M1 (E, A) et tout réel a > 0.

I(f+9)=1(f)+1(g) et I(af) = a(f).

(c) Pour toute suite croissante (f,,),en d’éléments de M™(E, A),

lim I(f,) = f( lim fn).

n—-+00 n—-+o0o

On conclut alors par 'unicité de opérateur que I = E,+., c’est-a-dire que pour tout

fe M(E, A), I(f) =E,..(f) ou encore E,(f) +E,(f) = B (f).
2. D’aprés la question précédente, E,(f) + E,(f) =E,4+.(f) or

E.(f) =Ex(pf) d’aprés la proposition 3.5

+o0
= / p(x)f(x)dx d’aprés la proposition 3.2

—00

1
= / ae” ¥ edr = a
0
et E,(f)=e*f(1) d’apres la proposition 3.4

=e %t =1,

Finalement E,,(f) = a+ 1.
3. Un raisonnement analogue conduit a :

ok ok © (e®)k
E(f) =3 St =3 S = 3 N piaen)
k=0 k=0 k=0

1 o k o a
(6% e —
E;ﬁ-z/(]l]R) = EM(HR) + E,,(HR) = / e “dx + E F = o +e*>1
-1 k=0

donc p + v n’est pas une probabilité. x

| Exercice 29| Enoncé p. 30

L’application borélienne f est intégrable suivant p si, et seulement si, E,(|f]) < 4+o00. Or
d’aprés la proposition 3.4,

E,(1f) = Y- el fl(@) = Y ail e,
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Ainsi f sera intégrable par rapport & p = > > @;0; si, et seulement si, la série numérique a
termes positifs Y o~ ;| f(a;)| est convergente ce qui est équivalent a ’absolue convergence
de la série numeérique Y .o ;i f(a;).

| Exercice 30| Enoncé p. 30

Soit & = (21, ...,24) € RY, |z| = /2 + ... + 22. L’application f sera intégrable pour y si,
et seulement si, E,(|f]) < oo, c-a-d E,(v/f? + ... + f3) < co. Or pour tout ¢ = 1,...,d on

a
il S\ R4+ 1<l + . 4 fal -

D’ou par la croissance de 'opérateur E, pour les fonctions positives (proposition 3.1,
assertion 2),

d
E.(1f:) < Eu(If]) < ZEu 1£i])

et par suite E,(|f]) <+oco & Vi=1,...,d; E,(|fi|) < +oo.

| Exercice 31| Enoncé p. 31

1. Cas ou p est la probabilité de Dirac sur R au point a. ®,(t) = [, e*d(d,)(z) = "
2. Cas ou u est la probabilité binomiale de parameétres n et p.

(I) :/ ztxz n kd(sk Zcppe ) —k

Ce qui donne avec la formule du binome de Newton : ¢, (t) = (1 — p + pe™)™.
3. Cas ou p est la probabilité de Poisson de paramétres o > 0.

/ ite Z ol

( ) a(eitfl) )

| Exercice 32| Enoncé p. 31

Comme f € M, il existe une suite (f,)n>1 de fonctions de £ telles que f =lim, T f, (la
fleche vers le haut indique que pour tout w € &, f,(w) — f(w) et la suite (f,,(w))n>1 est
croissante). Si on suppose que p({x € E; f(x) =0}) = 1, alors il en est de méme pour
tout les f,. Or comme f, € €T, il existe des nombres positifs (ax)1<r<p €t des ensembles
mesurables (Ay)i<i<, tels que f, = > 7_; aglla,, on en déduit que oy, = 0 pour tout
k et donc [ fodu = Y 7_, arp(Ag) = 0. On en déduit que [ fdp = 0 par convergence
monotone.

| Exercice 33| Enoncé p. 31
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1.Ona f=f"—f et|f|=f"+ f". Ainsi
Jouf<|[ s [ o
< ‘/f*du) + ‘/f‘du‘
</fwu+/fﬂu
< / |fldp -
2. Il suffit d’écrire que
/gduz/fdu+/(g—f)du
Exercice 34 Enoncé p. 31

Nous allons appliquer le Théoréme de convergence dominée. On pose pour x € R :
€T n
@)= (14 2) e > g (@) .

On admet que les fonctions f,, sont mesurables. Pour tout = € R, on a lim,, . fu(x) =
e " +o0[(®) := f(x) ainsi (fn)n>1 converge simplement vers la fonction f. Il faut prendre
garde lorsqu’on veut vérifier 'hypothése (i7). En effet il faut trouver une fonction ¢ qui
NE DEPEND SURTOUT PAS DE n et telle que pour tout n : f, < ¢.

Pour cela on utilise que In(1+ z/n) < z/n pour > 0 et ainsi f,(z) < e ® pour z > 0. Si
on pose p(x) = e *lg+(x), on obtient bien que pour tout n, f, < ¢ et on a bien vérifier
notre hypothése de domination car ¢ est bien intégrable ( [, [¢(x)|dz = 1). On peut donc
intervertir limite et intégrale pour obtenir

lim [ f.(z)dz :/ lim f,(x)dx :/exll[oﬁroo[(x) :/ e fdr=1.

’Exercice 35‘ Enoncé p. 31

Nous allons appliquer le théoréme de convergence dominée. On pose pour =z € R :

||

folz) =1n <e + ) f(@)Migp(x) .

n
On admet que les fonctions f,, sont mesurables. Pour tout z € R, on a lim,, ., f,(z) =

f(@)g(x) ainsi (fn)n>1 converge simplement vers la fonction fl,. Pour = € [a,b] nous
avons la majoration

|fu(z)| < In (e+ %) |f ()]
< In (e +max(|al, [0])) [ f(z)] -
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Ainsi f, < ¢ avec p(x) = In (e + max(|al, |b])) | ()[4 (2z). La fonction ¢ est intégrable
car f I'est. On peut donc intervertir limite et intégrale pour obtenir

b
li n(x)dA li " Loy (x)dA(z) = d
tin [ fu@axa) = [ i f@)i@) = [ fote@de = [

7.4 Solutions des exercices du chapitre 4

’Exercice 36‘ Enoncé p. 40
1. On a Var(X) = E((X —E(x)?) = Cov(X, X). En posant E(X) =m :

Var(X) = E(X —m)? = E(X? - 2mX + m?) = E(X?) — 2mE(X) + m?
E(X?) —2m? +m? = E(X?) —m? = E(X?) — (E(X))?.

2. On pose mx = E(X) et my =E(Y) et on a:

Cov(X,)Y)=E(X —mx)Y —my)) = E(XY) —mxE(Y) — myE(X) + mxmy
(XY — E(X)my — myE(X) +mxmy = E(XY) — mxmy
(

’Exercice 37‘ Enoncé p. 40

On peut vérifier que p est bien une densité de probabilité sur R. En particulier on a donc
oo x2/2 9. _

f xe dxr = 1. On remarque que X est une v.a.r. positive (presque-sirement) c’est-

a~dire P(X < 0) = 0 ou encore P(X = 0) = 1. On peut donc faire les calculs comme si X

est a valeurs dans [0, + oo].

Soit r un entier naturel strictement positif, par le théoréeme de transfert :

E(X") = /]R 2" dPx (x) = /R e P gy (v)dA (2) = /0 et 2y

Par des techniques d’intégration par parties successives, on recherche une relation de
récurrence sur 'entier r > 2 :

& 2 & 2
/ e 2y = r/ e 2 dy
0 0

c’est-a-dire E(X") = rE(X"~?). En distinguant les cas ou r = 2k et r = 2k — 1, et en
tenant compte que fooo e 24y = /7 /2, on trouve les relations demandées. En particulier
E(X)=+/7/2 et E(X?) =2 don Var(X)=2—7/2.

| Exercice 38| Enoncé p. 41

Supposons tout d’abord que pout tout i, E(X?) < oco. Alors comme |X|* = Zle X?
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E(|X]%) = 20, E(X7) < oo.
Réciproquement, si E(]X|?) < oo alors E(X?) < oo car X? < | X|?.

| Exercice 39| Enoncé p. 41

Notons X, ..., Xy les composantes de X dans la base canonique de R%, M la matrice
laijl1<i<en<j<a- Le vecteur M X de R® a pour composante ((MX)y,...,(MX).) ol pour
1= ]., .oy Cy (MX)Z = Z;‘lzl CLZ‘ij.

o Le vecteur Y = X —E(X) € R? a pour composante Y; = X; — E(X;) d’oi E(Y;) = 0.
Ainsi Y =Y —E(Y) = X — E(X) et par suite

Dy =E((Y —E(Y))(Y —E(Y))') = E (X - E(X))(X —E(X))") = Dx

d’ott une premiére assertion du point 2) de la proposition 4.5.

o Le vecteur E(M X) a pour comosantes ijl a;,;E(X;) pour ¢ =1, ..., c. Ce sont aussi les
composantes de M x E(X). D’ou I'égalité E(MX) = ME(X).

o Le terme (7,5 de la matrice Dx est E[(X; — E(X;))(X; — E(Xj))] = Cov(X;,Xj), ce
qui prouve aussi que Dx est symétrique car Cov(X;,X;) = Cov(z;,X;). Par ailleur, les
éléments diagonaux de Dx sont Cov(X;,X;) = Var(X;) pour i =1, ..., d.

o Montrons que Dy;x = M Dx M. Soit i,j =1, ..., ¢, le coefficient (7,7) de Dy;x est

Cov((MX);,(MX);) = E[(MX);(MX);] - E[(MX)|E[(MX);]
> aunXe

i Qa4 [E<Xk:Xl) - E(Xk)E(XlZ}

d
k=1 I=1 e
d

—E E

d
Z alez]
=1

:COU(Xk,Xl)
d
Z aikCov(Xk,Xl)aﬂ
= coefficient (4, j) de la matrice M Dx M" (matrice carrée d’ordre c)

d’ou I'égalité cherchée.

o Montrons que d, est positive. Soit U = (uq,...,ug)' € R (U est aussi une matrice
colonne). On a Dyty = U'Dx(UY) = U'DxU. Or U'X = Z?Zl u; X; et Dyex représente
la variance de cette variable aléatoire. Ainsi U'DxU > 0 pour tout vecteur U (ou matrice
unicolonne).

Le reste des propriétés de la matrice Dx se déduisent de la théorie de la diagonalisation
des matrices symétriques, de type positif.

’Exercice 40\ Enoncé p. 41

1. Les équivalences suivantes donnent :

(IXI= 1Y) >0 X2+ Y2 —2|XY|20& X2+ V2> 2|XY| > |XY] .
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On en déduit que E(|XY|) < E(X?)+E(Y?) < oo, ainsi la v.a.r. XY est intégrable.
En choisissant Y = 1o (c’est la variable aléatoire constante égale & 1), on a
| XY|=|X|< X?+1g dou

E(|X]) < E(X?) +E(lg) =E(X?*) +1< oo .

On procede de méme pour Y.
2. Pour tout a € R,

0 <E((X +aY)?) = a’E(Y?) + 2aE(XY) + E(X?) .

Nous avons un polynéme en « de degré deux qui est positif. Il ne peut donc pas avoir
de racines réelles distinctes et son discriminant est donc négatif ou nul, c¢’est-a-dire
(E(XY))* — E(Y2)E(X?) < 0 dot le résultat.

’Exercice 41‘ Enoncé p. 41

1. Pour tout i = 1,...,n, X; est de carré intégrable car E(|X|?) < oo. On a

Y2 = En:Xf + > XX
i=1

1<ij<n

< ZX,L2 + Z |X;Xj| ce quientraine

i=1 1<i#j<n

EY)< D EX) o+ ) E(xX)
i=1 1<i#j<n
\‘,—/ vl

P ~~
<oo car X; intégrables <oo d’aprés 'exercice 40, page 41

d’ou E(Y?) < oo ce qui prouve que Y, X; est de carré intégrable.
2. On a:

Var(Y)=E[(Y —E(Y))?] =E (Z(Xi - E(XD))

n

=Y E(X: —E(X))’]+ Y E[(Xi—E(X)(X; - E(X)))],
=1 —Var(X;) ISi#jsn —Cov(Xi,X;)

d’ot le résultat en remarquant que

Y. ElXG-EX)X -EX)) =2 ) E[(X — E(X))(X; —E(X))))

1<i#j<n 1<i<j<n

car Cov(X;, X;) = Cov(X;, X;).

Exercice 42‘ Enoncé p. 41
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1. Méthode 1) : on applique le théoréme de transfert & la fonction h définie par
h(x) = €*. En notant p = Px = N(0;1) on a (d’apreés les régles d’intégration)

+oo

_ 1 2 1 2
(e¥) u(h) e“dPx(x) e \/2_6 (x) 5 e dz

Orz—2%/2=—(x—1)?/2+1/2 d’ou

+oo
Méthode 2) : On a vu au chapitre 2, exercice 23, page 22, que la v.a.r. Y = eX est

une v.a.r. a densité p donnée par

1

p() == G

exp (—%(hﬂ 56)2) 1L}o,-+o0( (2)-

On a alors E(eX) = E(Y) = E,(f) ou f(y) = y et u est la probabilité de densité p.
Ainsi

E(e*) = /R yp(y)dA(y) = / :O y\?;% exp (—%(hl y)2> Lo, 100 (y)

]_ & 71(111 )2 oo 1
= — e 2UnY dy = — ¢
vV 27T 0 —0o V 2’/T

ott on a effectué le changement de variables u = Iny. D'ou E(e¥) = [ \/%e“_"ﬂ/ 2du
et on est ramené a la méme intégrale que dans la premiére méthode.

)
U2t gy

2. En effectuant le changement de variable u = 22 et en faisant une intégration par
parties on écrit

E(|X[?) = 1 /+oo ‘I|3€7I2/2d£€ — 2 /+OO ‘x!gefo/zdx
V2T J oo V2m Jo
2 oo du
— —u/2
= — uy/ ue —
\/ 2 /0 \/_ 2@

1 o 1 oo
= |—(—2u e_“/Q} e — —2)e “?du |
[v 27T( ) 0 V21 Jo =2 ,

0 1)V

[\

d’ou E(|X|?) = 4/v271 < oo donc X*? est intégrable.
Calculons E(X?) :

1 oo
E(Xg) = E/ 23" 2dr = 0

. 2 . .
car la fonction = — z3e=%"/2 est impaire sur R.

Exercice 43| Enoncé p. 41
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e On montre que E(X) = (2;2). On sait que si X = (X1,X»), E(X) = (E(X1),E(X>)).
Or E(X,) = = [ h(x,y)dPx (z,y) ou on a posé h fonction de RT x Rt — R*
définie par h(:v y) =z. D’ou

oo (e e] oo oo k
B0 = [ e (S geden) (o) = 3> QL I
k=1 [=1 =1 =1

Par suite

et comme en dérivant terme & terme une série géométrique on montre facilement que
Yo katl = (xfl)Q pour 0 < z < 1, on déduit que E(X;) = 1i_/12/2 = 2. On raisonne de
méme pour montrer que E(X5) = 2.

e On détermine la loi de la v.a.r. Z = X; + X5. On applique le critére d’indentification
des lois par les fonctions boréliennes positives. Soit h de R — [0,00] borélienne. En posant
o(x,y) = h(x+y) (qui est borélienne positive car h l'est), on a E(h(Z)) = E(h(X1+X3)) =
E(¢(Z)). Par le théoréme du transfert,

B(HZ)) = [ ole.n)dPx(z.y) = / e +9)d (S b ) (@9)

:wi% h(k +1) = Z > %h(i)-
k=1 =1 =2 (k,l)/k+l=i

Or il existe ¢ — 1 couples (k,l) tels que k +1 = i avec 1 < k et 1 < [ donc
D) et 5h(i) = (1 — 1) x h(i)/2". D’on

2) =3 5hti) = [ hla)dnto)

i=2
avec 1=y oy 50 = > 0 k6 car i — 1 =0 pour ¢ = 1.
Exercice 44| Enoncé p. 41

1. Le réel a est déterminée par la contrainte fj;o f(z)dx =1 qui s’exprime ici par

-1, 0
/ —dx+/(x+1—a)dx:0
—e T -1

et un rapide calcul donne a = —1/4. La fonction de répartition de X est définie pour
z€Rpar F(z)= [*_ f(t)dt. On a:

o Siz < —e, F( ) =0.

o Si—e<z<—1, F(z)=[" ft)dt = [* —1/(4t)dt = —(1/4)In(—z) + 1/4.

o Si—1<z<0, F( )= [Tl —1/(4t)dt + [7/(t +5/4)dt = 2?/2 + Bx /4 + 1.

o Six> = [*_ftdt = [° ft)dt = 1.
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D’ou F est définie par

0 siz < —e;

Fla) = —(1/4)In(—z) + 1/4, si—e<x < —1;
2?/2 + 5z /4 + 1, si—1<z<0;
1, siz > 0.

2. Pour calculer E(X) on écrit que

E(X) = /_+OO vf(x)dr = /_1 —%dm + /0 (2% + 5z /4)dx = —(6e +1)/24 .

[ee) —e —1

Exercice 45| Enoncé p. 42

1. Ecrivons la fonction de répartition de Y = X?. Soit y € R,

Fy(y) =P(Y <y) =P(X’ <y) =P(X <y'?) = / NG
vl 2/3 9 1
= = mRR2 —2/3d
e z z
/—oo V 277' 3 B

=f(2)

ol on a effectué le changement de variables ¢ = 2'/%. Par suite Fy(y) = [Y__ f(z)dz
et X3 est une v.a.r. a de densité f donnée ci-dessus.

2. La fonction de répartition de la loi normale centrée réduite est une application
continue, strictement croissante donc bijective de R sur ]0,1[. Ainsi F~! existe bien
et on peut écrire pour tout y €]0,1]

Comme F' prend ses valeurs dans U'intervalle ]0,1[, ’ensemble {F(X) < y} = O dés
que y < 0 et donc Fy (y) = P(F(X) <y) =0 quand y < 0.

Pour la méme raison, {F/(X) < y} = Q dés que y > 1 et dans ce cas Fy(y) = P(Q2) =
1. En conclusion on a

0, sty <0;
FY(y): Y, SiO<?J<1;
1, siy>1.

donc Y est une v.a.r. uniforme sur [0,1].

| Exercice 46| Enoncé p. 42

1. L’application f est bien positive, continue sur R et on a fj;o ft)ydt = [5° ae™"du =
1.
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2. La v.ar. Y = |X]| ne prend que des valeurs positives. On procéde comme dans
lexercice 45. Soit y € RT,

Fy(y) =P(Y <y)=P(X[<y)=P(-y < X <y) = /y f(t)dt

y
/ ae Mt =1—e W,
0

{T <y} = {1X] <y} = 0 et done Fy(y) = P(0) =0,
1 — e ) 1g+(y) et donc Y est une v.a.r. exponentielle de

Si maintenant y < 0,
Finalement, Fy(y) =
parametre o > 0.

(

D’aprés le formulaire de 'annexe A, on sait que E(Y) = 1/a et Var(Y) = 1/a?
Par la formule de Konig, E(Y?) = Var(Y) + (E(Y))? = 2/a? Or Y? = X? et donc
E(X?) =2/a?. On vérifie que E(X) = 0 et on conclut que Var(z) = E(X?) = 2/a?.

’Exercice 47\ Enoncé p. 42

Remarquons que si w € € est tel que X (w) = 1, alors Y (w) n’est pas définie. Mais comme
P({X = 1}) = 0, la probabilité que Y soit définie est 1. On remarque que Y prend ses
valeurs dans RT. Soit y >0 Fy(y) = P(Y < y) = P(X < 1-— e_ay) =1— e car
0<1—e* < 1 etz suit une loi uniforme sur [0,1]. Comme pour y < 0, P(Y <y) =0
on reconnait que Y suit la loi exponentielle de paramétre o > 0 ;

7.5 Solutions des exercices du chapitre 5

’Exercice 48\ Enoncé p. 59

L. En posant f(z,y) = Tjosf(z)ljpei(y)e e = h(z) x g(y) avec h(z) =
Tyo.0of(2)e ™" et g(y) = Tjomo(y)e™?", et en utilisant exemple 24 on a

T [ e = [ ([ aone)aw
= | [stmarw)| < | [ nar)]
_ UOOO e_dey} x UOOO e_dex}.

Comme les deux intégrales ci-dessus sont égales, on obtient fooo e dy = VT/2.
L’autre égalité est immédiate aprés un changement de variable.

2. D’apres la remarque de 1’énoncé,

/ e~ @+ 2y 2) 3 @) (1) / e~ A (5 )
R2 R2
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Effectuons le changement de variables T de classe C' défini par T : (z,y) € R? —
T(x,y) = (u,v) € R* avec u = x +y et v = y. Le jacobien de T~ au point (u,v)
vaut 1. Le théoréeme de changement de variable donne :
/ @R @ (3 ) = / e~ 33 (3 )
R2 R2
— { / e“2d)\(u)1 x { / emw]
R R
+00 2 +o0 2 2
= (/ e_”2da:) = (2/ e_xde> =4 (ﬁ> =T,
—00 2 2
ol 'on a utilisé le théoréme de Tonelli et le résultat de la premiére question.
’Exercice 49\ Enoncé p. 59

Vérifions qur v est une probabilité sur B(R?) que 'on notera B dans cette correction.
— L’application 1 4p est borélienne et positive pour tout A € B donc v(A) € [0,00].
— La fonction 1 g est le fonction nulle sur R? donc v(0) = [, 1gpdA ¥ = 0.
— Par définitionde la densité p, v(R?) = [0, Lgapd\D = [, pd\D = 1.
— Il reste a montrer la o—additivité. Soit (Ay)gen une suite d’éléments de B deux a

deux disjoints. Alors si on note A = U2 Ay, 14 = Z:‘;O 14, carles Ay sont deux a
deux disjoints. On a alors en utilisant le théoréme de Beppo-Levi

v(4) = / Lapd\® = / DI / Lapd\® =3 v(Ae) |
R4 R 3220 k=0 /R? k=0
ce qui donne la o—additivité.
On a donc v qui est bien une mesure de probabilité.
’Exercice 50\ Enoncé p. 59

Considérons un dé équilibré a 6 faces. On lance le dé deux fois de suite. Soit X le résultat
obtenu au premier lancer et Y celui obtenu au second.
— Les v.ar. X et Y ont la méme loi. En effet elles sont a valeurs dans {1,2,3,4,5,6}
et pour k=1,..,6, P(X =k) =P(Y = k) = 1/6, c’est-a-dire que Px = Py..
— En revanche, X # Y car I’égalité signifierait que, a chaque double lancer, le résultat
du second lancer est toujours le méme que celui du premier lancer ce qui est faux.

’Exercice 51\ Enoncé p. 59

Soit (X,Y,Z) un vecteur aléatoire de densité p sur R®. Cherchons la loi de Y (ce serait la
méme chose pour X et Z). Soit A un borélien de R, {Y € A} ={(X,Y,Z) e R x A xR}
d’ott

]P)y(A) = P(Y € A) = IED((X, Y, Z) eER x Ax R) = P(X’yyz)(R x A % R)

— /R3 Ig(2)Las(y)lr(2)dPxy,2) (2, Y, 2)
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et par application des régles d’intégration des mesures a densité (proposition 5.4) et du
theoréme de Tonelli, on obtient comme dans I’exemple 25 que

Pr) = [ 14l ([ 1e@)1xGIote 00,9 ) i3) = [ Batorimiarm

=x(y)

ce qui prouve que la v.a.r. Y admet pour densité la fonction y définie ci-dessus.

| Exercice 52| Enoncé p. 59

Tout d’abord, comme l'événement {(X, X) € A} est certain, on a P((X,X) € A) = 1.
Supposons que p soit une densité pour le vecteur (X, X). Un autre calcul donnerait alors :

P((X,X) € A) = Pix.x)(A) = / La(, y)o(e, y)dA (z, )

RZ

B /Rz HA('Tv y)p(l’, m)d/\@)(x7 y)

:/Rp(x,x) (/R HA(x,y)d)\(y)) () .

Or [pla(z,y)d\(y) = [l (»)dA(y) = A({z}) = 0 pour tout z € R. Par suite
P((X,X) € A) =0 ce qui contredit le premier calcul et fournit ainsi un contre-exemple a
la proposition 5.5.

| Exercice 53| Enoncé p. 59

1. Soit h une application borélienne positive de R? dans R*. En utilisant successivement
le théoréme du transfert, 'indépendance de U et V', les régles d’intégration par
rapport & des mesures a densité, on obtient :

E(h(X,Y)) = E <h(\/TnUCOS(27rV), V=2IU sin(27rV))>
_ /R h(V=ZTucos(2mv), V=2 Tnusin(2m0)) dPw,v) (1, v)
= /R 2 h(V=2Inwucos(2mv), vV—2Inusin(27v))dPy @ dPy (u, v)
_ /R (v =2mu cos(2mv), V2 mu sin2mo)) g () o () A (o, 0)

Effectuons le changement de variable T' : ]0,1[>— R? défini pour (u,v) € R? par

r = +v/—2Inwucos(2mv) u = exp(—(z* + v*)/2)
{ y =+ —2Inusin(27mv) — { v = 5= arctan(y/x)

2
Le jacobien de T—! est

2

e e 12242
—xe 2 —ye 2 _ 2
Jr-1 = det y =——e 2z .

1l _v 1z
2m 22442 2 2442 2
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On obtient par le théoréme de changement de variable :

]_ 71‘2+y2
E(h(X,Y)) = /RZ hw,y)5—e A\ (z,y) ,

et donc la v.a.r. (X, Y admet bien la densité p annoncée.

2. Pour trouver la loi de la v.a.r. X (idem pour Y'), on applique la proposition 5.5 qui
nous permet d’affirmer que X est une v.a.r. de densité px définie par

1 2 2
px(z) Z/p(fv,y)dA(y)z/—e—x Re=v* 2y
R

1 2 / 2 1 2

. —xz?/2 —y=/2 o —x?/2
—e e dy = e ,
27 R vV 2

=V2r

donc X est une v.a.r. normale centrée réduite (idem pour Y).
3. Pour tout A, B boréliens de R

Pxy)(Ax B) = /R2 ﬂA(x)ﬂB(y)%e (x,y)

— (/R m(x)#e_“%dk(x)) x (/R ﬂB(y)&e_yQ/sz(y))

= Px(A) X Py(B)

et ceci pour tout boréliens A et B ce qui prouve que P(x yy = Px x Py et donc (X,Y)
est un couple indépendnat.

| Exercice 54| Enoncé p. 60

Etudions la fonction de répartition de la v.a.r. Y. Pour tout y € R, Fy(y) = P(Y < y).
On peut exprimer 'événement {Y < y} en fonction des v.a.r. € et X :

{Y<yp=He=1n{X <y}]Ul{e = -1} n{X > —y]]

Comme (g, X) indépendants, les événements {¢ = 1} et {X < y} sont indépendants (il en
est de méme pour {¢ = —1} et {X > —1}). Les événements entre crochets étant disjoints,
on obtient :

Fy(y) =P = 1) xP(X <y)+Pe= 1) xP(X > —y)
7‘7:2/2 7:v2/2 T = Y Lefo/Z T
=5 e / = [ e

et donc Y est une v.a.r. de loi AV(0;1).

On remarque que E(XY) = E(¢X?) = E(g) x E(X?) car € et X sont indépendantes. Ainsi
E(XY)=0x1=0,

En remarquant que > = 1 on obtient E(X?Y?) = E(e2X?) = E(X*) = 3 alors que
E(X?)xE(Y?) = E(X?)xE(X?) = 1x1 =1 # 3 et donc X et Y ne sont pas indépendantes.
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| Exercice 55] Enoncé p. 60
D’aprés les formules de Konig-Huygens (Proposition 4.2), Var(X) = E(X?) — (E(X))%
Dou E(X?) = Var(X) + (E(X))? = 0% +m? (idem pour Y). Par indépendance de (X,Y),
E(XY) =E(X)E(Y) et donc on a

E(X +Y)?) =E(X?+2XY +Y?) = E(X?) + 2E(XY) + E(Y?)
== E(X?) + 2E(X)E(Y) + E(Y?) = 4m® + 20° .

| Exercice 56| Enoncé p. 60

On reprend les notations de ’exercice 54, page 60. On a

Var(X +Y) =Var(X) +2Cov(X,Y)+Var(Y)
=0

=Var(X)+ Var(Y)

bien que (X,Y’) ne soit pas indépendant.

| Exercice 57| Enoncé p. 60

— On a (I>X+y(t) = CI)QX(t) = E[GQitX] = 672”' = (67‘“)2 = (¢X<t))2 = (I)X(t) X (I)y(t)
— Pour montrer que (X,Y) est non indépendant, on prend (comme le recommande
I'énoncé) A = [—1/2,1/2] et on calcule

121 1 1 L 1 /7 T 1
Py(A) = - dr = = [arct /2:_(__(_)):_.
x(4) /1/27r1+$2 v =g lctan@)]l, =23 7(3)) = 2

On a alors Pxy)(A x A°) = P((X,X) € Ax A°) = 0 et P(A) x P(A°) =
P(A)(1 —P(A)) =1/4 # 0. Donc X et Y ne sont pas indépendants.

| Exercice 58| Enoncé p. 60

Si Xy est une v.a.r. de Bernoulli de paramétre p €]0,1[, sa fonction caractéristique est
Py, (t) = pe™ + (1 — p). Par indépendance de X1, ..., X, on a

Oy (1) = DPx,(t) X ... x Dy (t) = [pe“ + (1 —p)]

et on reconnait la fonction caractéristique d’une loi B(n; p). Donc S,, est une v.a.r. B(n;p).

n

| Exercice 59| Enoncé p. 60

1. Pour tout w € Q, X(1)(w) = max(X;(w), ..., Xp(w)) car c’est le premier nombre dans
la suite X;(w), ..., X, (w) réordonnés de fagon décroissante. Soit x € R, Fx, (z) =
P(Xq) < z) or {max(Xy,...,X,) < o} = N_{Xk < 2} et par indépendance de
Xi, ..., X, on déduit que

Fypy () = PNy { X <a}) = [ [P(X < 2) = (F(2)"
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ou F est la fonction de répartition des v.a.r. X;, c’est a dire que F(x) = (1 —
e~ ) Lj,00((7). Dot Fx) () = (1 — e7%%) g o[ (7).

2. On vérifie de méme que X,y = min(Xy, ..., X;). Soit € R, { X,y < 2} = { Xy >
x}e = {N_{ Xy > x}}°. Par suite

Fx,,(x) =1=P(Xp >z) =1-P(M_{X; >a}) =1 - [[P(X; > x)

1= F)]=1-[1-F)"

—1-T[Q-P(Xy <) =1—
=1 1

k
= (1 — G_nax)]l}opo[(x) .

n
k=

3. (a) La v.a.r. Y ne prend que deux valeurs, 0 et 1. C’est donc une v.a.r. de Bernoulli
de parameétre

N

)=1—-Ft)=1—(1—-¢e")

dou p = e et donc Py, = e 6, + (1 — e )y, pour k = 1,...,n. Par
suite Y; 4 ... + Y, est une somme de v.a.r. de Bernoulli de méme parametre p.
Ces v.a.r. sont indépendantes car elles sont de la formes f1(X1), ..., fu(X,) avec
fr = 1100 (on utilise la proposition 5.14). La v.ar. Y] + ... + Y, est donc une
v.a.r. B(n;p).

(b) On remarque que Yy = 1 signifie que X}, est strictement supérieur a ¢. Ainsi
Y1 + ... + Y}, est égal au nombre de v.a.r. X; qui sont strictement supérieure a
t. Ceci entraine que {Y; +... + VY, <k —1} = {X) <t}

4. Soit t € R, d’aprés ce qui précéde on a :

k-1

FX(k)(t) = ]P)(X(k) < t) = ]P)(Yi +...4Y, < k— 1) = Zoép](l _p)n_j
=0
k—1
= C’%e‘jat(l — e_at)”_j .
7=0
\Exercice 60\ Enoncé p. 61

On fait la preuve du deuxiéme point (I'autre preuve est identique). On a ®x(t) =
expla(e” — 1)] et @y (t) = [B(e” — 1)]. Comme (X,Y’) indépendant, la fonction carac-
téristique de X + Y est donnée pour tout t € R par

Cxiy(t) = Dx(t) x Py (t) = exp[(a + B)(e" — 1)]

et ainsi ®x .y est la fonction caractéristique d’une loi de Poisson de parameétre o + 3.

’Exercice 61\ Enoncé p. 61

Sans restreindre la généralité, on peut supposer que n < m. On a

{(X =Y} =U {X =k} {Y = k}]
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et la réunion est formée de sous-ensemble de {2 deux & deux disjoints. On a alors

P(X=Y)=) P{X=k}In{Y =k}
k=0
= ZIP)(X =k)xP(Y =k) par indépendance de X et Y
k=0
ek (B e (1)
B ZC" (2 Com 2
k=0
N (= bt N (S b i
ONEUROMEEY

1

et en utilisant I'indication de I’énoncé, on obtient P(X =Y) = 5 C), ..

| Exercice 62| Enoncé p. 61

1. Cette relation est obtenue par (r — 1) dérivations successives a partir de la somme
de la série enticre Y-, ya* = 1.

2. 7, est une v.a.r. a valeurs dans NU{+oo}. En effet, a priori il se peut trés bien qu’on
ait un w tel que {n € N*/X;(w) + Xa(w) + ... + X, (w) = r} soit vide, dans ce cas
par convention, 7,(w) := 400.

On sait alors que la loi de 7, sera de la forme

P, =Y P{r =k}6 +P(r, = +00)d 100

k>0

Fixons un entier £ € N et considérons 'événement {7, = k}.
Sik<r {r.=k}=0,etsik>r onpeut écrire,

{Tr:k}:{iXi:r—l}ﬂ{szl}.

De plus en vertu de 'indépendance de la suite de v.a.r. (X;);en,
k-1
P{r, =k} = P ({ZX —r— 1} N{X) = 1})
i=1
k-1
= P ({ZX - 1}) P{X, = 1}).
i=1

La v.ar. ¢ X; est la somme de (k — 1) v.a. de Bernoulli indépendantes et de
paramétre p, elle suit donc la loi binomiale B(k — 1, p). On trouve alors, en posant
pour simplifier les écritures ¢ :=1—p :

P{TT _ k’} — C«;;:ipr—lq(k—l)—(r—l)p _ C;:%pqu—r
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Remarquons que

+oo
-1, r k—r 1 r
k=0 k>r q

ou la derniére égalité a été obtenue par application de la relation de la premiére
question. Ce qui donne la loi cherchée pour la v.a.r. 7, car P(r, = +00) = 0. 1l suffit
de remarquer pour cela que P(7, = +00) =1 —P{7. € N}, et

P{r, € N} = fP{TT =k} =1

Il vient alors que P{7, = 400} = 0. On dit que 7, est presque-sirement finie.

. Remarquons d’abord que 0, = 7. — r > 0. Cela prouve que 6, est une v.a. a valeurs

N U {400}, qu'elle est presque-strement finie et que sa loi est donnée par

Py, = Y P{0, = k}5
k>0
ou
P{O0, =k} =P{r,=k+r}= O/:;i—lpquv
ce qui donne le résultat cherché.

. Interprétons ce qui précéde de la fagon suivante : Appelons jeu de Pile-ou-Face

I’expérience aléatoire qui consiste a lancer, une infinité de fois, la méme piéce de
monnaie truquée. On note p la probabilité d’avoir "Face" (ou "succés") et g =1—p
la probabilité d’avoir "Pile" (ou "échec").

La suite des v.a.r. (Xj)ren représente les valeurs successives obtenues dans un jeu de
Pile-ou-Face, en notant X; = 1 quand on a obtenu "Face" lors du ki*"-lancer et par
conséquent X, = 0 quand on a obtenu "Pile" lors du k'®™°-lancer.

La v.a.r. X7+ Xs+ ...+ X, représente alors le nombre de "succes" en n lancers dans
ce jeu.

La v.a.r. 7, représente le rang d’arrivée (ou encore temps d’attente) du ri™e-"succes"
et la v.a.r. 0, représente le nombre d’"échecs" avant le r'®™¢-"succeés" dans une infinité
de lancers d’une piéce de monnaie.

Si on prend r = 1, la v.a.r. 7y est le temps d’attente du premier "succes" dans
une infinité de lancers d’une piéce de monnaie, c’est-a-dire une v.a.r. géométrique
de parameétre p. Une v.a.r. géométrique de parameétre p est une v.a.r. de Pascal de
parameétres © = 1 et p.

. Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Notons Aj 'événement "le fumeur se ren-

dant compte pour la premiére fois qu'une boite est vide, 'autre boite contient k
allumettes", Gy, I’événement "le fumeur se rendant compte pour la premiére fois que
la boite Gauche est vide, la boite droite contient k allumettes", Dy I’événement "le
fumeur se rendant compte pour la premiére fois que la boite Droite est vide, la boite
gauche contient k allumettes". Nous avons la réunion disjointe A, = G U Dy, et,
pour des raisons de symétrie, P(Dy) = P(Gy) d’ou P(Ay) = 2P(Gy).

Notons X,, la v.a.r. définie, pour tout w € Q, par X, (w) = 0 si, au n'®™° coup, on
cherche lallumette dans la poche droite et X, (w) = 1 si, au n'®™® coup, on cherche
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I’allumette dans la poche gauche. On suppose I’équiprobabilité de tirer dans la poche
gauche ou dans celle de droite, ce que I'on exprime en disant que la v.a.r. X, suit
une loi de Bernoulli de parametre .La v.ar. S, = X1+ Xo+ ...+ X, représente le
nombre de fois ot le fumeur a puisé dans sa poche gauche. On considére que le fumeur
s’apercevra que la boite gauche est vide lorsqu’il cherchera une allumette dans cette
poche pour la (N-+1)®me_fois. Cela signifie que 'événement G, est réalisé lorsqu’on
extrait N — k allumettes de la boite droite avant la (N-+1)*"°fois ot on puise dans
la poche gauche. Par suite avec les notations de la question 2, Gy, = {041 = N —k}.
Il vient alors

1 1
P(Ak) — Q]P(Gk) — QO?VN—k(§>2N—k+1 — O]%/N_k(é)QN_k-

7.6 Solutions des exercices du chapitre 6

| Exercice 63| Enoncé p. 74

1. D’aprés 'inégalité de Bienaymeé-Tchébicheff, P(|X —m| > 30) < % = % et donc

Pm—3c <X <m+30)=1-P(|X—m|>0)>-~088.

@IOO

Un raisonnement analogue donne 'autre partie de la question.

2. Comme X est de loi N (m;0?), on utilise les tables numériques (voir Pannexe B) et
on obtient en notant 7' = (X — m)/o qui est de loi gaussienne centrée réduite

X —
IP(m—3a<X<m+3a):IP><—3< 0m<3>

=P(-3<T<3)=P(T<3)—P(T < -3)
—P(T <3)—[1-P(T <3)]=2P(T <3)—1
~ 2 % 0.99865 — 1 ~0.9973 ,

ot l'on a lu P(T" < 3) dans la partie basse de la table correspondant aux grandes
valeurs de u. On trouverait de méme P(m — 20 < X < m + 20) ~ 0.9544.

| Exercice 64| Enoncé p. 74

1. En utilisant le fait que X est d’espérance nulle on a :
a = E[a — X] = E[(a — X)H(X<a) —+ ( — X)H(X>a)]
< Ef(a - X)Lx<o) < (P(X < )2 (E[(a - X)*))2

ou la derniére inégalité est obtenue en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir
exercice 40 page 41). De plus E[(a — X)?] = a® — 2¢E[X] + E[X?] = a® + 0?2 ce qui
donne :

a <E[(a—X)ix<e] < (P(X < a))%\/a2 + o2



106 Chapitre 7. Solutions des exercices

En élevant au carré l'inégalité précédente on obtient :

a’ o?

PX>a)=1-P(X <a)<1- =

a?+o02 a2+ o0?

2. Sion pose X =Y — 100 alors X est une v.a. centrée de variance
Var(X) = E[(Y — 100)?] = E[(Y — E[Y])?] = Var(Y) = 400.
L’inégalité de la question 1) nous conduit a

400 1

Avec I'inégalité de Bienaymé-Tchebycheff on obtient :
P(Y > 120) = P(X > 20) < P(|X| > 20) < =1

qui ne donne pas de renseignement.

| Exercice 65| Enoncé p. 74

Notons X}, la k'*™¢ mesure effectuée sur les N. On peut considérer que X, est une v.a.r.
d’espérance m, que les v.a.r. Xi,..., Xy sont indépendantes et de méme loi. On note
- N .. , ., oy s . 2
Xy = % > =1 Xk la moyenne empirique des valeurs observées. Par I'inégalité de Bienaymé-

Tchébicheff, P(| X y —m| > 0.05) < V(Cgoé(N Or

Var(Xy) 0.25

Var(Xy) = =

ar(Xn) N N

et donc P(|Xn —m| > 0.05) < %. On cherche donc N tel que % < 0.01 d’ou
025 _

N > oos = 10000,

| Exercice 66| Enoncé p. 74

Soit a > 0, prenons n suffisamment grand pour que 0 < 1/n < a. On veut étudier la limite
quand n — oo de P(|X,, — 0| > a). Pour n tel que 1/n < a, on a

P(|X, —0| 2 a) =P(|X,| 2 a) =P(X, < —a) + P(X,, > a)
—a —+00
= / n ﬂ[07l]($) dCC +/ n ﬂ[07;](l‘) d.f[;
_ ~— a —

00
=0 sur | — oo, — qa[ =0 sur [a, + oo

d’ott pour tout a > 0, lim,, ., P(|X,, — 0] = a) = 0 ce qui prouve que (X,,),en converge en
probabilité vers 0.

Enoncé p. 74

On consideére 'exemple 32 du cours. La suite (X,,),en converge en probabilité vers le v.a.r.
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0. Mais pour tout entier n > 1, E(X,) = 5 + %HLH = 1. Donc la suite des expérances

(E(X,))nen+ ne converge pas vers 'espérance de la limite qui est 0 = E(0).

| Exercice 68| Enoncé p. 75

1) Comme X, 22> X, il existe Ax tel que P(Ax) = 0 et pour tout w € A%,

n—oo

lim, o X, (w) = X(w). De méme il existe Ay de probabilité nulle tel que pour tout
w € A, lim, o Yn(w) = Y(w). Posons A = Ax U Ay, alors pour tout w € A°
lim,, o X, (w) = X (w) et lim,, o, ¥y, (w) = Y (w). Comme la fonction f est continue sur R?,
la suite (f(Xn(w), Yn(w)))nen converge vers f(X(w),Y (w)). De plus, 0 < P(A) < P(Ax)+
P(Ay) et donc P(A) = 0 ce qui prouve la convergence presque-stre de (f(X,,, Y;,))nen vers
FXY).

2) 11 suffit d’appliquer le premier point avec f : (x,y) = x+yet g : (r,y) — zy qui
sont des applications continues sur R2.

| Exercice 69| Enoncé p. 75

On commence par remarquer que y_,_; Xz =nX, et on a

n n

S (X - X2 = Y (X - 2X,X, + X,)
k=1 k=1
= <Z X,§> - 2X, (Z Xk> +nX,
k=1 k=1
- (Z X,§> — X +nX. = (Z X,3> X,
k=1 k=1

d’ou la relation pour SZ2.
D’aprés la loi forte des grands nombres appliquée a la suite (X,)neny ol la moyenne
commune & tous les X est m = E(Xj) et la variance commune est 02 = Var(X;). On a

~ p.s. =2 Dp-s.
X, ——m et X, ——m?.
n—oo n—oo

De méme la suite (X7)gen est une suite i.i.d. et on peut donc lui appliquer la loi forte des
grands nombres qui prouve que

k=1
Ainsi
n 1 — n 2
p.s
52 = X — E X7 - x X, E(X]) —m® = o?
n — 1 n 1 n — o~ N0
= 2
—1 —1 -m
—E(X3)

Exercice 70 Enoncé p. 75



108 Chapitre 7. Solutions des exercices

La fonction de répartition de 6, est 1y, o pour tout n € N. De plus lim,, .o L oof(z) = 0
donc la limite de la suite de fonction de répartition (1, c[)nen est la fonction nulle qui
n’est pas une fonction de répartition car elle ne vérifie pas lim, ., F/(z) = 1.

On a donc la convergence simple de la suite de fonction de répartitions (F, ),en mais la suite
(0n)nen ne converge pas étroitement vers une limite p, sinon on aurait lim,, .. Fj, () =

F,,(z) = 0 pour tout point = de continuité de F), et donc F,, = 0 ce qui est impossible.
| Exercice 71| Enoncé p. 75

On sait par le théoréme de stabilité de la somme de variables de Poisson indépendantes
(proposition 5.20), que la loi de S,, est P(n). Remarquons alors que
k=n L 1

2 o < < \/E(Sn —n) < 0}.

Par suite,
Sk 1
Y — =P —=(S,—n)<0].
Y =R (G <o)
Le théoréme-limite central permet d’affirmer que la suite <\/LE(S,L - n)) converge en
n>1
loi vers une variable Y de loi N;(0,1). En particulier IP’(\/LE(SR —n) < 0) tend vers

P(Y < 0) = 5 quand n tend vers +o00. On conclut donc que la suite (e‘” zig %)
“/n>1

1
converge vers 9-

| Exercice 72| Enoncé p. 75

Soit X le nombre de transistor défectueux dans un sachet de 100, X suit une loi
B(100;0.01). L’événement "la garantie tombe en defaut" se modélise par {X > 3}. Comme
le proposent les commentaires qui suivent la proposition 6.15, on approxime la loi binomiale
par la loi de Poisson de parameétre 1 car on a n = 100 > 30, np = 100 x 0.01 < 10 et
p < 0.1. D’ou

P(X>3)=1-P(X<2)~1-P(P(1)<2)~1—-092~8%.

| Exercice 73| Enoncé p. 75

Si (an)nen €t (0n)nen convergent respectivement vers les réels a et o,, alors (a,)nen et
(02),en convergent respectivement vers les réels a et o2, et pour tout ¢ € R, la suite
(D, (1)) pery = (exp (iant — 5t%07)),  converge vers exp (iat — 5t%0?) . La suite des fonc-
tions caractéristiques (<I> Ny (anyggl))neN converge simplement vers la fonction caractéristique
de la probabilité N (a,c?). On conclut alors en utilisant le critére des fonctions caractéris-

tiques de la proposition 6.16.

| Exercice 74| Enoncé p. 75




7.6. Solutions des exercices du chapitre 6 109

1) Considérons pour k = 1,..,N la v.ar. Xz = 1 si la k' va dans la salle 1 et
Xy = 0 sinon (elle va alors dans la salle 2). La v.a.r. X; est de loi de Bernoulli de
parameétre 1/2. Comme le choix des spectateurs est supposé indépendant, X1, ..., Xy sont
des v.a.r. indépendantes. Le nombre de spectateurs qui désirent aller dans la salle 1 est
donc Sy = X7+ ...+ Xy qui est une v.a.r. B(N;%). L’événement "tous les spectateurs ne
peuvent pas voir le film qu’ils ont choisi" se modélise par :

{S>n}U{N-S>n}={S>n}U{S<N—-n}.

On remarque que si N > 2n, on est siir que dans ce cas il y a au moins un spectateur qui
ne vera pas son film. Dans ce cas, p = 1. Etudions le cas oit N < 2n c’est-a-dire N —n < n.
Dans ce cas, {S >n}N{S <N —-n} =0 et doncp=P(S >n)+P(S <N —n). Daprés
le théoréme central limite (N est implicitement supposé grand), on a

% _% ‘ 1 2/2
lim P <z :/ e " du .
N—o0 ﬁ = oo \ 2

5_1
Si on note T'= &2 c’est une v.a.r. asymptotiquement de loi N'(0,1) et donc
2
n— % N —n— %
p=P|T > +P | T < ———
Vv N/4 N/4

N

:IP><|T| > \/N_/24> :2(1—@[(2n—N)/\/m> ,

ou ® désigne la fonction de répartition de la loi A(0,1).
2) Si N = 1000 et si on veut p < 0.01, il faut choisir n pour que ®[(2n — 1000)/4/1000] >
0.95. La lecture inverse de la table de AN(0;1) donne ®(2.58) ~ 0.95 d’ou (2n —
1000)/4/1000 > 2.58 et par suite il faut prendre n > 541.
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Annexe A

Formulaire

Ce petit formulaire est autorisé pendant les examens.

A.1 Quelques lois discrétes

— Loi de Bernoulli B(1,p), 0 <p<1:
Px = pd; + (1 —p)do .

— Loi binémiale B(n, p), (n,p) € N* x [0,1] :
PX = Z Cﬁpk<1 - p>n—k5k .
k=0

— Loi géométrique G(p), 0 < p < 1:

A.2 Quelques lois a densité (par rapport a la mesure de
Lebesgue)

— Loi uniforme Uy, ;) sur 'intervalle [a, b] :

B 1
b—a

fx(x) g () -

— Loi gaussienne ou normale N'(m,c?) de moyenne m et de variance o2 > 0 :
1

—(z—m)? /202
r) = ——€ .
Ix(@) 2mo?
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— Loi exponentielle £(A), A > 0 :
fx(@) = Ae Mg 4oof(7) -
— Loi gamma I'(A\, ), A >0et a >0
fx(z) = ﬁ)\axale”ﬂ]g7+m[(1’) .
— Loi du khi 2 & d degré de liberté x2(d), d € N* : cest la loi [(1/2,d/2).
— Loi béta B(a,b), a>0,b>0:
Fe(o) = Frpe™ (1) ()
A.3 Quelques propriétés des lois usuelles
Loi E(X) Var(X) D (t)
B(n,p) np np(l —p) (1 —p+pet)"
G(p) 1/p (1=p)/p° pe’/(1 = (1 - p)e”)
P(0) 0 0 e 00—
Upa (a+1b)/2 (b—a)?/12 (e — e') / (it(b — a))
N (m,o?) m o2 exp (imt — o?t?/2)
£ 1/) 1/\2 A (A —it)
L'\ ) o/ a/\? (A (A —it)®
X2(d) d 2d
B(a,b) a/(a+0b)|ab/((a+b)*(a+b+1))




FONCTION DE REPARTITION DE LA LOI NORMALE CENTREE-REDUITE

(Probabilité de réaliser une valeur inférieure a u)

'u| o [ o01] 002/ 003] 004/ 005] 006/ 007/ 008] 009 ]|
0 | 0,5000 | 0,5040 | 0,5080 | 0,5120 | 0,5160 | 0,5199 | 0,5239 | 0,5279 | 0,5319 | 0,5359
0,1 | 0,5398 | 0,5438 | 0,5478 | 0,5517 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 | 0,5675 | 0,5714 | 0,5753
0,2 | 05793 | 0,5832 | 0,5871 | 0,5910 | 0,5948 | 0,5987 | 0,6026 | 0,6064 | 0,6103 | 0,6141
0,3 | 06179 | 0,6217 | 0,6255 | 0,6293 | 0,6331 | 0,6368 | 0,6406 | 0,6443 | 0,6480 | 0,6517
0,4 | 0,6554 | 0,6591 | 0,6628 | 0,6664 | 0,6700 | 0,6736 | 0,6772 | 0,6808 | 0,6844 | 0,6879
0,5 || 0,6915 | 0,6950 | 0,6985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 0,7123 | 0,7157 | 0,7190 | 0,7224
0,6 || 0,7257 | 0,7291 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 0,7486 | 0,7517 | 0,7549
0,7 | 0,7580 | 0,7611 | 0,7642 | 0,7673 | 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 | 0,7852
0,8 | 0,7881 | 0,7910 | 0,7939 | 0,7967 | 0,7995 | 0,8023 | 0,8051 | 0,8078 | 0,8106 | 0,8133
0,9 | 0,8159 | 0,8186 | 0,8212 | 0,8238 | 0,8264 | 0,8289 | 0,8315 | 0,8340 | 0,8365 | 0,8389
1,0 || 08413 | 0,8438 | 0,8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8621
1,1 || 0,8643 | 0,8665 | 0,8686 | 0,8708 | 0,8729 | 0,8749 | 0,8770 | 0,8790 | 0,8810 | 0,8830
1,2 || 0,8849 | 0,8869 | 0,8888 | 0,8907 | 0,8925 | 0,8944 | 0,8962 | 0,8980 | 0,8997 | 0,9015
1,3 | 0,9032 | 0,9049 | 0,9066 | 0,0082 | 0,9099 | 0,9115 | 0,9131 | 0,9147 | 0,9162 | 0,9177
1,4 [ 09192 | 0,9207 | 0,9222 | 0,9236 | 0,9251 | 0,9265 | 0,9279 | 0,9292 | 0,9306 | 0,9319
1,5 [ 0,9332 ] 0,9345 | 0,9357 | 0,9370 | 0,9382 | 0,9394 | 0,9406 | 0,9418 | 0,9429 | 0,9441
1,6 || 0,9452 | 0,9463 | 0,9474 | 0,9484 | 0,9495 | 0,9505 | 0,9515 | 0,9525 | 0,9535 | 0,9545
1,7 | 0,9554 | 0,9564 | 0,9573 | 0,9582 | 0,9591 | 0,9599 | 0,9608 | 0,9616 | 0,9625 | 0,9633
1,8 [ 0,9641 | 0,9649 | 0,9656 | 0,9664 | 0,9671 | 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
1,9 || 09713 | 0,9719 | 0,9726 | 0,9732 | 0,9738 | 0,9744 | 0,9750 | 0,9756 | 0,9761 | 0,9767
2,0 | 0,9772 | 0,9778 | 0,9783 | 0,9788 | 0,9793 | 0,9798 | 0,9803 | 0,9808 | 0,9812 | 0,9817
2,1 [ 0,9821 | 0,9826 | 0,9830 | 0,9834 | 0,9838 | 0,9842 | 0,9846 | 0,9850 | 0,9854 | 0,9857
2,2 [ 0,9861 | 0,864 | 0,9868 | 0,9871 | 0,9875 | 0,9878 | 0,9881 | 0,9884 | 0,9887 | 0,9890
2,3 [ 0,9893 | 0,896 | 0,9898 | 0,9901 | 0,9904 | 0,9906 | 0,9909 | 0,9911 | 0,9913 | 0,9916
2,4 [ 0,9918 | 0,9920 | 0,9922 | 0,9925 | 0,9927 | 0,929 | 0,9931 | 0,9932 | 0,9934 | 0,9936
2,5 [ 0,9938 | 0,9940 | 0,9941 | 0,9943 | 0,9945 | 0,9946 | 0,9948 | 0,9949 | 0,9951 | 0,9952
2,6 | 0,9953 | 0,9955 | 0,9956 | 0,9957 | 0,9959 | 0,9960 | 0,9961 | 0,9962 | 0,9963 | 0,9964
2,7 [ 0,9965 | 0,9966 | 0,9967 | 0,9968 | 0,9969 | 0,9970 | 0,9971 | 0,9972 | 0,9973 | 0,9974
2,8 [ 0,9974 | 0,9975 | 0,9976 | 0,9977 | 0,9977 | 0,9978 | 0,9979 | 0,9979 | 0,9980 | 0,9981
2,9 [ 0,9981 | 0,9982 | 0,9982 | 0,9983 | 0,9984 | 0,9984 | 0,9985 | 0,9985 | 0,9986 | 0,9986

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE U

u 3 3,1 3,2 3,3 3.4 3,5 4 4,5
F(u) || 0,99865 | 0,99903 | 0,99931 | 0,99952 | 0,99966 | 0,99977 | 0,99997 | 0,999997
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Annexe B

Utilisation de la table de la loi
normale centrée-réduite

Calculs avec des v.a.r. normales centrées-réduites

Voici quelques exemples d’utilisation de la table du fascicule joint & ce cours et présente
page 117.

Tout calcul numérique de probabilité avec une variable aléatoire X normale standard se
raméne & déterminer la valeur d’expressions de la forme P(a < X < b) ou P(X < b) ou
P(a < X). Les inégalités pouvant étre strictes ou larges, cela ne change rien aux calculs
car la fonction de répartition de la loi normale standard est continue sur R.

La table donne les valeurs, connaissant le réel a positif, des expressions P(X < a). On peut
toujours se ramener a ces cas moyennant les relations

1. Si a est une réel positif, P(X < a) est donné par la table.

2. Si a est une réel positif, P(X >a) =1 —-P(X < a).

3. Si a est une réel strictement négatif, P(X <a) =1—-P(X < —a).
4. Si a est une réel strictement négatif, P(X > a) = P(X < —a).

Pour lire dans la table la valeur de P(X < ) pour u positif, par exemple pour v = 2,37, on
procéde de la fagon suivante. On remarque que 2,37 = 2,340, 07. La valeur de P(X < 2,37)
est lue a l'intersection de la ligne horizontale 2,3 (valeur lue dans la premiére colonne de
la table) et de la colonne verticale 0,07 (valeur lue dans la premiére ligne de la table). On
trouve P(X < 2,37) = 0,9911.

On peut remarquer que la table ne donne des valeurs de P(X < u) que pour 0 < u < 3.
Cela est d au fait que pour les valeurs supérieures a 3, P(X < u) ~ 1 et par suite
P(X > u) =~ 0. Toutefois la table donne les valeurs de P(X < wu) pour u prenant des
valeurs entre 3 et 4,5 avec cinq décimales (tables des grandes valeurs pour u située au bas
de la page).
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Calculs avec des v.a.r. normales quelconques

Pour ce qui est du calcul de probabilité dans le cas de v.a.r. normales quelconques, on
rappelle la proposition 2.7. Une v.a.r. X est normale d’espérance m et de variance o2 > 0
si, et seulement si, la v.a.r.

X -—m

o

YA

est une v.a.r. normale centrée-réduite.
Comme, pour tout réel a et b avec a < b,

a—m b—m
X<bl={—— << —
{a < X <b}=H{ > <7< . }

on a

IP(a<X<b):]P<a_m <7< b_m>.

o o
Ainsi tout événement faisant intervenir dans sa formulation une v.a.r. X normale
d’espérance m et de variance 0? > 0 peut donc étre exprimé avec la v.a.r. Z = %
de loi normale centrée-réduite. Le procédé de standardisation permet de ramener tout cal-
cul de probabilité relatif a une loi normale quelconque & un calcul de probabilité relatif a
la loi normale centrée-réduite, et donc a 'utilisation uniquement de la table statistique de

la loi normale centrée-réduite.



Annexe C

Liste des définitions.

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
3.1
3.2
3.3
4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
0.1
5.2
5.3
5.4
5.9
6.1

Image-réciproque . . . . . . . .. 1
Fonction indicatrice . . . . . . .. . ... 2
Tribu, espace mesurable, parties mesurables . . . . . . . . ... ... ... 2
Tribu borélienne . . . . . . . . ... 3
Borélien . . . . . .. 4
Mesure, espace MesSUré . . . . . . . . . v o e 5
Mesure de Lebesgue sur R . . . . . .. .. ... ... ... ... ... .. )
Probabilité, espace probabilisé . . . . . . . . ... .00 5)
Probabilité discréte . . . . . . .00 7
Densité de probabilité sur R . . . . . .. ... .. ... ... ... 7
Application mesurable, application borélienne . . . . . . .. .. ... ... 17
Partie positive, partie négative d’une fonction . . . . . . . .. ... .. .. 17
Fonction étagée . . . . . . . . ..o 18
Vecteur aléatoire, variable aléatoire réelle . . . . . . . .. ... ... ... 19
Loi d’un vecteur aléatoire . . . . . . . . .. ... L. 20
Loi gaussienne . . . . . . . . ..o 20
Variable aléatoire discréte, v.a. a densité . . . . . . ... ... 21
Application intégrable et intégrale d’'une fonction numérique . . . . . . . . 26
Fonction vectorielle intégrable, intégrale . . . . . .. . .. .. ... .. .. 28
Fonction caractéristique . . . . . . . . . ... oL 28
Espérance mathématique d’une variable aléatoire . . . . . .. ... .. .. 33
Variance, écart-type et moments d’une variable aléatoire . . . . . . .. .. 33
Covariance de deux variables aléatoires . . . . . . . . . . . ... ... ... 33
Variable aléatoire de carré intégrable . . . . . . . . .. .. ... 34
Espérance d’'un vecteur aléatoire . . . . . . . .. ... . ... .. ... .. 35
Variable centrée, variable réduite . . . . . . . . ... ... 35
Matrice de dispersion, matrice des covariances . . . . . . . .. .. ... .. 35
Mesure produit . . . . . . . . ... 44
Densité de probabilité sur R? . . . . . . .. 47
Indépendance d’une suite finie de vecteurs aléatoires . . . . . ... .. .. 49
Loi conjointe, loi marginale . . . . . . . . . ... ..o 49
Indépendance d’une suite de vecteurs aléatoires . . . . . . .. .. ... .. 49
Suite de v.a.r. identiquement-distribuée . . . . . ... ... 64

121



122

Annexe C. Liste des définitions.

6.2
6.3
6.4
6.5

Moyenne empirique . . . . . . ... oL 64
Convergence en probabilité . . . . . . . ... 0 0oL 65
Convergence presque-slire . . . . . . . v v v v v e e 67

Convergence étroite, convergence en loi . . . . . . . . .. ... ... ... 69



Annexe D

Liste des propositions.

1.1
1.2
1.3
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
3.1
3.2

3.3
3.4
3.5
3.6

3.7
3.8
3.9
3.10
3.11
4.1
4.2
4.3
4.4

Propriétés de 'image réciproque . . . . . . . . . . ... 2
Procédé de construction de parties mesurables . . . . . . ... ... .. .. 3
Exemples de boréliens . . . . . .. ... oo 4
Lemme d’unicité de deux probabilités, fonction de répartition . . . . . . . 8
Propriétés des probabilités . . . . . . . ... oL 9
Théoréme de continuité monotone . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 9
Propriétés des fonctions de répartition . . . . . . ... ... 10
Probabilités sur Ret fr. . . . . ... ..o 11
Mesurabilité des fonctions indicatrices . . . . . . . . . .. ... 17
Exemples de fonctions boréliennes (admis) . . . . . ... ... 17
Opérations classiques et mesurabilité (admis) . . .. ... ... ... ... 18
Fonctions mesurables et fonctions étagées . . . . . . . .. ... 18
Composition d’un vecteur aléatoire par une application borélienne . . . . . 19
Loi de probabilité . . . . . . . . ... 19
Procédé de standardisation d'une loi gaussienne . . . . . . .. ... .. .. 21
Caractérisation des v.a. discrétes (admis) . . . . . .. ... ... L. 21

Théoréme d’existence de 'intégrale d’une fonction mesurable positive (admis) 24
Intégration des fonctions boréliennes positives par rapport a la mesure de

Lebesgue (admis) . . . . . . . ... 25
Intégration par rapport a la mesure de Dirac. . . . . . . . .. ... .. .. 25
Intégration par rapport a une mesure discréte . . . . . .. ... 25
Intégration par rapport a une mesure a densité sur R (admis) . . . . . . . 26
Intégration des fonctions réelles par rapport a la mesure de Lebesgue sur R

(admis) . . . . .. 27
Théoréme d’indentification de deux probabilités sur R” (admis) . . . . . . 28
Propriétés de I'intégrale de Lebesgue (admis) . . . ... .. ... .. ... 29
Théoréme de convergence monotone de Beppo-Lévi (admis) . . . . . . .. 29
Théoréme d'interversion de E, et Y 0% . . . . .. ..o 29
Théoréme de convergence dominée de Lebesgue (admis) . . . .. ... .. 30
Existence des moments d'une v.a.r. . . . . ..o 33
Formules de Kénig-Huygens . . . . . . .. .. ... ... ... ... ... 34
Espérance de v.a.r. discréte et a densité . . . . .. ... 34
Moments et fonction caractéristique (admis) . . . . . . ... ... L. 35

123



124

Annexe D. Liste des propositions.

4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
4.10
5.1
5.2
5.3
5.4
5.9
5.6
5.7
5.8
5.9
5.10
5.11
5.12
5.13
5.14
5.15
5.16
5.17
5.18
5.19
5.20
5.21
6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9
6.10
6.11
6.12
6.13
6.14
6.15
6.16
6.17
6.18
6.19
6.20

Propriétés des matrices de dispersion . . . . . . . ... ... L.
Théoréme du transfert (cas positif) . . . .. ... ...
Théoréme du transfert (cas vectoriel) (admis) . . . . ... ... ... ...
Expressions tranférée des moyennes, variance et moments . . . . . . . ..
Critére des fonctions positives (pour identifier deux lois) . . . . .. . . ..
Critére d’identification de lois (synthése) . . . . . .. . ... ... ...
Théoréme de Tonelli (admis) . . . . . ... ... .. ... ... ... ...
Théoréme de Fubini (admis) . . . . . . ... .. ... ... ... ..
Théoréme de changement de variable dans R? (admis) . . . ... ... ..
Intégration par rapport a une densité de probabilité sur R? (admis) . . . .
Densité des composantes d'un vecteur aléatoire a densité sur R? . . . . . .
Critére d’indépendance d’une suite (finie) de vecteurs aléatoires . . . . . .
Critére d’indépendance pour des v.a.r. discrétes . . . . . . . . ... .. ..
Critére d’indépendance des v.a.r. adensité . . . . . . . .. .. ... . ...
Enoncé pratique du critére d’indépendance des v.a.r. a densité . . . . . . .
Critére d’indépendance utilisant des fonctions positives . . . . . . . . . ..
Espérance d'un produit de v.a.r. indépendantes intégrables . . . . . . ..
Indépendance et matrice de dispersion . . . . . . ... ... ... ... ..
Indépendance de fonctions de v.a.r. . . . . ...
Indépendance de fonctions de v.a.r. (cas particulier usuel) . . . .. .. ..
Critére d’indépendance par les fonctions caractéristiques . . . . . . . . . .
Variance d'une somme de v.a.r. indépendantes . . . . . .. .. ... ...
Fonction caractéristique d’une somme de v.a.r. indépendantes . . . . . . .
Somme de v.a.r. gaussiennes indépendantes . . . . . . .. ... L.
Somme de v.a.r. de Bernoulli indépendantes . . . . . . . ... .. ... ..
Loi de la somme de v.a.r. binomiales, de v.a.r. de Poissson. . . . . . . ..
Densité de la somme de v.a.r. indépendantes . . . . ... ... ... ...
Inégalité de Markov . . . . . . .. .o Lo
Inégalité de Bienaymé-Tchébycheft . . . . . . .. . ... ... 0.
Moyenne et variance de la moyenne empirique . . . . . . ... ...
Théoréme de Bernoulli . . . . . . . ... ... ... ... ... ... ... .
Loi faible des grands nombres . . . . . . . .. ...
Unicité de la limite en probabilité . . . . . . ... .. ... ...
Calculs sur les limites en probabilité (admis) . . . . . . ... ... ... ..
Loi forte des grands nombres . . . . . .. ... oL
Unicité de la limite presque-siire . . . . . . . . . ... ... ... ... ..
Calculs sur les limites presque-stires . . . . . . . . . . ... ... ... ..
Convergence presque-siire et en probabilité . . . . . . .. ... ... ... .
Unicité de la limite pour la convergence étroite . . . . . . .. ... .. ..
Critére des fonctions de répartition pour la convergence en loi (admis)
Critére de convergence pour des probabilités discrétes . . . . . . . . . . ..
Loi binomiale B(n;p)etloide Poisson . . . . . . ... ... ... .....
Critére des fonctions caractéristiques pour la convergence en loi (admis)
Convergence en probabilité et convergence en loi (admis) . . . . . . .. ..
Loi de X, dans le cas gaussien . . . . . . . . ... ...
Théoréme-limite central . . . . . . . . ... .. oL
Théoréme de De Moivre-Laplace . . . . . . . ... ... ... .......



	Table des matières.
	Présentation du cours
	Objectifs du cours
	Pré-requis et révisions
	Méthode de travail
	Remarques sur la bibliographie
	Calendrier de travail

	Notations
	Modèles probabilistes
	Préliminaires
	Tribu sur un ensemble
	Mesures
	Probabilités
	Exercices

	Loi d'un vecteur aléatoire
	Remarques sur la modélisation de l'aléatoire
	Applications mesurables
	Loi d'une variable aléatoire
	Exercices

	Intégrale de Lebesgue
	Intégration des applications mesurables positives
	Intégration des fonctions numériques
	Intégration des fonctions vectorielles
	Propriétés de l'intégrale et théorèmes de convergence
	Exercices

	Espérance et moments d'un vecteur aléatoire
	Moments d'une variable aléatoire
	Théorème du transfert
	Critères d'indentification des lois
	Exercices

	Indépendance de vecteurs aléatoires
	Intégration sur Rn+p
	Indépendance de vecteurs aléatoires
	Somme de v.a.r. indépendantes
	Exercices

	Convergences et théorèmes limites
	Convergence en probabilité d'une suite de v.a.r. , loi faible des grands nombres
	Convergence presque-sûre d'une suite de v.a.r. , loi forte des grands nombres
	Convergence en loi d'une suite de v.a.r. 
	Théorème-limite central (TLC) et applications
	Exercices

	Solutions des exercices
	Solutions des exercices du chapitre 1
	Solutions des exercices du chapitre 2
	Solutions des exercices du chapitre 3
	Solutions des exercices du chapitre 4
	Solutions des exercices du chapitre 5
	Solutions des exercices du chapitre 6

	Bibliographie.
	Annexes
	Formulaire
	Quelques lois discrètes
	Quelques lois à densité (par rapport à la mesure de Lebesgue)
	Quelques propriétés des lois usuelles

	Table de la loi gaussienne centrée-réduite
	Utilisation de la table de la loi normale centrée-réduite
	Liste des définitions.
	Liste des propositions.


