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L Objectifs et notations

Objectifs de la partie |

m Situer le théoréme de De Moivre-Laplace dans son contexte
mathématique.

m Pointer les difficultés du passage du "discret" au "continu"
qu'il implique.

[llustrer le TML par une approche graphique.

Présenter le TLC, généralisation du TML.

Montrer sur deux exemples I'intérét du TLC.

Commenter |'intérét actuel du TML au regard du TLC.
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Notations

Dans toute la suite de I'exposé :

m les échantillons sont obtenus par répétition n fois d’'une méme
expérience de Bernoulli (Succés/Echec);

n (n entier naturel non nul) est la taille de I'échantillon et p
(0 < p < 1) le paramétre de |'expérience de Bernoulli;

la variable aléatoire F, désigne la fréquence empirique;

la variable aléatoire X, = nf,, de loi binomiale B(n, p),
désigne I'effectif empirique ;

I'abréviation "v.a." est mise pour "variable aléatoire".
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Le théoreme de
Moivre-Laplace (TML)
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Théoreme de De Moivre-Laplace (TML)

7 = Xn—np — Fn—p
n \/np(lfp) \/P(l;P) '

m Théoréme de De Moivre-Laplace (TML) : Soit (X;)n>1
une suite de variables aléatoires de lois binomiales respectives
B(n, p) avec p €]0, 1] fixé. Alors, pour tous réels a et b avec
a<h,

m Posons, pour tout entier n > 1,

lim P(a<Z,<b)=P(a< Z<b)

n——400
ou Z est une variable aléatoire normale centrée-réduite.

& Pour une démonstration du cas p = 1/2 avec les outils du
lycée, voir [MEN/DESCO-1].
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Le contexte mathématique

m Jacques Bernoulli (1654-1705) : Ars Conjectandi (1713,
édition posthume)

* Pour tout réel a > 0, P(|F, — p| > a) < 212

m Abraham de Moivre (1667-1754) : The Doctrine of Chances
(2ieme édition, 1738)
* Démonstration en 1733 du TML pour le cas p = 1/2.

m Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) : Théorie analytique
des probabilités (1812)
* Geénéralisation du TML vers 1789 au cas p quelconque.
* Premiéres formulation et démonstration en 1809 de la forme
générale du théoréme-limite central généralisant le TML.
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Interprétation du TML

m Le résultat de Bernoulli entraine une certaine convergence (en
probabilité) des v.a. F, vers p.

m Les travaux de De Moivre sont motivés par I'étude plus
poussée de la convergence.

m Autre écriture de la conclusion du TML :

IIT P(V <F— <b\/p ) P(a< Z<b)

m Le TML donne une information sur le comportement
asymptotique de la loi de probabilité de I'erreur |F, — p|.

& Pour une étude d'histoire des maths sur le TML, voir
[LANIER] (PDF librement téléchargeable en ligne).
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Majoration uniforme de |'erreur

m Théoréme de Uspensky (1937) : Si np(1 — p) > 25, Alors,
pour tous réels a et b avec a < b,

0,588
np(1— p)

& Pour plus de détails, voir [SUQUET] (PDF librement
téléchargeable en ligne).

P(a< Z,<b)—Pla<Z<b) <
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Une approche graphique du
TML



I - Du TML au TLC, Y. Ducel & B. Saussereau, IREM-UFC (Journée "Terminale", Besan¢on, octobre 2012) 14/48
L Le théoréme de Moivre-Laplace (TML)
L Une approche graphique du TML

Rappels : Lois discréte ou continue

m La loi de probabilité d'une v.a. X discréte a valeurs dans N
se représente graphiquement par un diagramme en batons :
La probabilité P(u < X < v) s'interpréte géométriquement
comme une somme de longueurs :

m La loi de probabilité d'une v.a. X continue a valeurs dans R
se représente graphiquement par la courbe de la
fonction-densité de probabilité.

La probabilité P(u < X < v) s'interpréte géométriquement
comme ['aire d’une certaine surface :
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V.a. impliquées dans le TML

Le TML implique deux familles de v.a. :
m des v.a. discrétes, X, et Z,. Pour n fixé :

* La v.a. X, (binomiale) peut prendre les seules valeurs
0,1,2, ..., (n=1), n
L'écart entre deux batons consécutifs est 1.

* La v.a. Z, (non binomiale) peut prendre les seules valeurs
0—np 1—np (n—1)—np n— np
Vp(1—=p)" /np(1—p)" " \/np(1—p) " \/np(1—p)

L'écart entre deux batons consécutifs est 1/0 avec
o= /np(1 - p).
m et une v.a. continue Z (gaussienne) qui peut prendre toutes les
valeurs de R.
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Signification géométrique du TML

m Rappel TML : (a< Z,<b)=Pa< Z<b)

im P
n—--o00
m Le nombre P(a < Z < b) se représente géométriquement par

I"aire d'une surface sous la courbe de Gauss :

m Le nombre P(a < Z, < b) se représente géométriquement par
une somme de longueurs de batons du diagramme de Z,, :

m Le TML pose la question du passage du discret au continu, via
I'interprétation d'une longueur en termes d’aire.
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lllustration graphique du TML

Interprétation en tant qu'aire du nombre P(u < X < v) ou X
v.a. binomiale quelconque (espacement entre batons = 1) :

Y = X=M (espacement entre batons = 1/, détail d'un
baton) :

Interprétation en tant qu'aire du nombre P(Y =

Interprétation en tant qu'aire du nombre P(Z, = f/%) ou

_ Xp—np A~ o L. ,
Z, = npa (espacement entre batons = 1/,/npgq, détail d'un
baton) :

Interprétation en tant qu'aire du nombre P(a < Z, < b) et
approximation par P(a < Z < b) :

17/48
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Le théore
central
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Un autre énoncé du TML
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Modéle binomial

m Une urne U/ contient des boules rouges et vertes, avec une
proportion p de boules rouges.

m L'expérience de Bernoulli considérée consiste a prélever une
boule de I'urne U, a noter sa couleur et a la remettre dans
['urne.

m On note Q I'ensemble des suites de n boules (rouges ou vertes)
obtenues par répétition n fois de cette expérience de Bernoulli.

m Une issue w € Q est une suite de n boules (rouges ou vertes).
m La probabilité P considérée ici est |'équiprobabilité sur .

m La v.a. X, qui a toute suite w de n boules associe le nombre
Xn(w) de boules rouges dans la suite w, est de loi B(n, p).
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Somme de v.a. de Bernoulli

m Pour tout i = 1,2,...,n, on définit la v.a. U; qui, a toute suite
w de n boules, associe le nombre Uj(w) défini par
1 sila i-iéme boule de w est rouge
Ui(w) = { £

0 sila i-ieme boule de w est verte.
m Les v.a. U; sont des v.a. de Bernoulli de paramétre
p = P(U; = 1), d’espérance E(U;) = p et de variance
V(U;) = p(1 — p) (ces valeurs ne dépendent pas de /).

m Les v.a. Uy, Us, ..., U, sont indépendantes du fait de la
répétition, n fois a |'identique, de la méme expérience aléatoire.

m On vérifie que X, = Uy + U + ... + U,.
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Autre énoncé du TML

m Pour tout entier n > 1, on peut écrire :

Xy, — np (U1+U2+...+U,,)*I7E(U1)

np(1 — p) nV(Ur)

n =

m Autre énoncé du TML : Soit (U,)n>1 une suite de v.a.
indépendantes et de Bernoulli de méme paramétre p avec
p €]0,1] fixé. On pose m = E(U;) et 0® = V(U;). Alors, pour
tous réels a et b avec a < b, on a

<a< (U1+U2—|—...+Un)—n

no?

im P

n—-+oo

mgb):P(agng)

ol Z est une variable aléatoire normale centrée-réduite.
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L'énoncé du TLC
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Du TML au TLC

m La conclusion du TML, énoncé sous cette forme, reste vraie
méme si on affaiblit les hypothéses qui portent sur la loi
commune des v.a. Uy, Us, ..., Uy, ..., en remplacant la
contrainte "de Bernoulli de méme paramétre p avec p €]0, 1]
fixé" par "de méme loi de probabilité possédant un moment
d’ordre 2".

m On obtient alors le théoréme-limite central (du calcul des
probabilités) - en abrégé TLC - appelé ainsi en référence a
I'article de George Pélya (1920) : Uber den zentralen
Grenzwertsatz des Wahrscheinlichkeitsrechnung und das
Momentenproblem.

& Pour une démonstration relativement accessible du TLC, voir
[DALANG].
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TLC

Théoréme-limite central (TLC) :

Soit (Up)n>1 une suite de v.a. indépendantes et de méme loi de
probabilité possédant un moment d’ordre 2.
On pose m = E(Uy) et 0® = V(U,).

Alors, pour tous réels a et b avec a < b, on a

lim IP’(a< (U1+U2—|—...+U,,)—nm

n—-+00

gb):]P’(agng)

no?

ol Z est une variable aléatoire normale centrée-réduite.



I - Du TML au TLC, Y. Ducel & B. Saussereau, IREM-UFC (Journée "Terminale", Besan¢on, octobre 2012) 26/48
L Le théoréme-limite central (TLC)
L Lénoncé du TLC

Signification du TLC

m La connaissance de la loi de probabilité commune aux v.a.
(Un)n>1 n'est pas exigée. On exige seulement que cette loi soit
la méme pour chacun des U,.
m Le TLC signifie pratiquement que, pour tout entier n assez
grand :
* on peut faire I'approximation suivante :

P<a<(U1+U2+...+U,,)—n

_ m§b>~IP’(a§Z§b)

ho

ol Z est une variable aléatoire normale centrée-réduite ;

(Ur+Uz+...4+Un)—nm
. V' no?
normale centrée-réduite.

* la loi de la v.a. est pratiquement la loi
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Intérét du TLC

m Le TLC présente un intérét 3 la fois pratique et théorique :
Bien qu'on ne connaisse pas la loi commune des U;, on connait
cependant de facon approchée la loi de probabilité de
Ui+ Us + ...+ U,.

m Les approximations du TLC sont communément acceptées
pour n > 30 (certains préférent n > 60).

27/48
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Deux exemples
d'utilisation du TLC
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L La montre

La montre : le probleme

Situation : On considére une montre qui présente chaque jour un
décalage (avance ou retard) avec |'heure exacte d'au plus une
demi-minute.

On considére que les décalages journaliers suivent une loi uniforme
et qu'ils sont indépendants les uns des autres.

Question : Quelle est la probabilité que le décalage total au bout
d'une année de 365 jours soit d'au plus 15 minutes?
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L La montre

Modélisation de la situation

m Q désigne I'ensemble des années considérées et P désigne
I'équiprobabilité sur .

m Pour tout i = 1,2,...,365, on note U; la v.a. qui, a toute
année w, associe le décalage Uj(w) que présente la montre le
jour i de I'année w.

m Les applications U; sont des v.a. indépendantes avec pour loi
de probabilité commune la loi uniforme sur [-1/2 ; 1/2].

m Pour tout i =1,2,...,365, m=E(U;) =0 et
o2 =V(U;) = 1/12.

m Lav.a. S, qui a toute année w associe le décalage total que

présente la montre au bout de I'année w, vérifie
S=U+ U+ ...+ Uses.
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L La montre

Formalisation du probléme

m L'événement "Le décalage total au bout d'une année de 365
Jours est d’au plus 15 minutes" se formalise par
{~15< S < 15}.

m La probabilité cherchée est P(—15 < S < 15).
m |l faut déterminer la loi de la v.a. S = Uy + Us + ... + Usgs.

m Probléme : bien que les lois des Y; soient connues, celle de la
v.a. S = Uy + Us + ... + Usgs est compliquée a déterminer.
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L La montre

Utilisation du TLC

m Comme n = 365 > 30, on peut utiliser I'approximation du
TLC.

m Par le TLC, la loi de Z = —2=9_ est approximativement

\/365/12
N(0,1).

m On a |'égalité entre événements :

{_15§5§15}:{—15—0<Z 15 -0 }

L ————
65/12 ~  ~ ,/365/12

m La probabilité cherchée est pratiquement donnée par
P(—15< S < 15) ~ P(~2,72 < Z < 2,72) ~ 0,9934.
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L Un calcul d’erreur

Calcul d'erreur : le probleme

Situation (d'aprés [MEN/DESCO-2]) : On souhaite mesurer de
facon trés précise la résistance d'un conducteur ohmique avec un
ohmmétre relié a un ordinateur muni d'un programme d’acquisition
de données. On effectue 2000 mesurages de cette résistance dans
les mémes conditions. On sait que I'écart type de la dispersion due
aux modalités du mesurage est o9 = 200 microohms.

Question : On choisit de prendre comme valeur de cette
résistance, la moyenne observée sur les 2000 mesurages. Peut-on
quantifier 'erreur ainsi commise par rapport a la vraie valeur
(inconnue) yp de cette résistance ?
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L Un calcul d’erreur

Un peu de vocabulaire

m Un mesurande est une grandeur particuliére (longueur, masse,
intensité, résistance, ...) qu'on souhaite mesurer.

m Un mesurage est un ensemble d'opérations permettant de
déterminer une valeur du mesurande.

m La vraie valeur, ou valeur théorique, d'un mesurande est la
valeur (inconnue) qu’on obtiendrait dans un mesurage parfait.
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L Un calcul d’erreur

Modélisation de la situation

m On considére ici qu'il n'y a pas d'erreur systématique ou de
biais.

m On considére ici que I'erreur est uniquement aléatoire.

m On note € I'ensemble d'un grand nombre de mesurages de la
résistance considérée, effectués dans les mémes conditions, et
P I'équiprobabilité sur Q.

m On note Y la v.a. qui & un mesurage w associe la valeur Y (w)
du mesurande obtenue par ce mesurage.
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L Un calcul d’erreur

Hypothéses sur la loi de Y

m La loi de probabilité de la v.a. Y est inconnue, mais on fait les
hypothéses que :
* la v.a. Y fluctue aléatoirement autour de yp : E(Y) = yo;
* la dispersion de la v.a. Y autour de yq est une caractéristique

du type de mesurage utilisé : V(Y) = o2.

m Pour tout i = 1,2,...,2000, on note Y; la v.a. qui, 3 une série
de 2000 mesurages de €, associe la valeur obtenue par le
i-iéme mesurage.

m Comme les 2000 mesurages se font dans les mémes conditions,
on peut considérer que :

* les v.a. Y; sont indépendantes ;
* les v.a. Y; ont la méme loi de probabilité (non connue) avec
E(Y;) = yo et V(Y;) = o3.



I - Du TML au TLC, Y. Ducel & B. Saussereau, IREM-UFC (Journée "Terminale", Besan¢on, octobre 2012) 39/48
L Deux exemples d'utilisation du TLC

L Un calcul d’erreur

Utilisation du TLC

m Onpose S =Y+ Yo+ ...+ Youo.

S _
m Comme n = 2000 > 30, par le TLC la loi de Z = nyo

oo ©

approximativement la loi (0, 1).
m On sait que P(—1,96 < Z < 1,96) ~ 0, 95.
m On a |'égalité entre événements :
S oo S 00
-1,96<72<1,96}=<——-19%—<yp<—+1,9%— .
{ ) = >~ 4, } {n ) ﬁ > > n +1, ﬁ}

m On adonc:

s 5
P 196—< < —41,96 ~ 0,95
(n N ﬁ) ’
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L Un calcul d’erreur

Interprétation et application numérique

A priori, quand on effectue 2000 mesurages, on a 95% de
chances que la vraie valeur yg de la résistance soit dans
I'intervalle aléatoire :

S

2 1,96 >
n

202 41,0672

vnon vn

m La moyenne des valeurs observées est la réalisation de la v.a. %
pour les 2000 mesurages.

m On considérera que |'erreur commise, quand on prend la
moyenne des valeurs observées sur 2000 mesurages pour
estimer la vraie valeur yg, est inférieure ou égale a :

1,96 09/+/n = 9 microohms.

m En prenant cette valeur de I'erreur, on a environ 5% de

chances de se tromper.
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Intérét du TML

m Le TML n'est pas intéressant du point de vue théorique car :
* la loi commune des Y; est connue : loi de Bernoulli de
paramétre p;
* laloidelav.a. Y1+ Ys+ ...+ Y, est également connue de
fagon exacte et simple : loi binomiale B(n, p).
m Le TML a été intéressant du point de vue pratique mais ne
I'est plus actuellement, car aujourd'hui
* les outils de calcul scientifique permettent d'effectuer des
calculs pour les lois binomiales avec n trés grand ou avec p
petit ;
* |"approximation de loi binomiale par une loi normale n'est plus
utile.
m Cependant le TML présente un intérét historique et, du fait de
la simplicité de son énoncé, un intérét pédagogique, qui
préparent a l'introduction ultérieure du TLC.
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